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Kapitola 1

Zaklady diferencialni geometrie

Diferencialni geometrie je spoleéenym jazykem velké éasti aderni fyziky. Jednd se v podstati
0 spojeni geometrie a matematické analyzy, v ni% jsou metodglasického kalkulu aplikovany
na kaivky, plochy a dalti geometrické objekty, pgieéem¥s zaleni pojmu a manipulace s nimi jsou
oprottiny od konkrétnich sougadnic.

1.1 Variety a zakladni objekty na nich

Fundamentalnim pojmem diferencialni geometrie je varieta Vinujeme proto nasledujici odstavce
jeho zavedeni a zevrubnému popisu. Poté na varietach postup vybudujeme strukturu: funkce,
kaivky a pgedevtim vektory a 1-formy.

1.1.1 Pojem variety

Ruzné variety jsou arénou nejen klasické mechaniky, ale i nwha daltich oboru fyziky a matema-
tiky. Jmenujme napgiklad polni teorie (elektromagnetisms a dal*i kalibraéni pole), teorii relativity,
prostory geleni diferencialnich rovnic éi Lieovy grupy.

Zcela obecni (a vagni) Ize varietu charakterizovat jako psmijity prostor, ktery je lokalni kar-
tézsky a Ize na nim provadit derivovaniy.! Varietou tedy neni napgiklad mno%ina racionalnich
eisel.

Nazorna ilustrace: zemsky povrch (globus)

Pgikladem jednoduché variety je zemsky povrch. Mu¥eme hoeidlizovat jako sféru, tedy spojitou
zakgivenou dvourozmirnou plochuS?, pro kterou zjevni plati:

lokalni mu¥eme zavést mapy sougadnic (napg. mapu Evropy, idsatd.)
mapy dohromady tvogi atlas pokryvajici celou varietuS?
trajektorie (napg. vlaku) je omezena jen na varietu

vuei jednotlivym mapam Ize studovat nejen trajektorii, ale i rychlost nebo zrychleni, Ize tedy
derivovat a integrovat

Gdaje ureené z jednotlivych map Ize mezi mapami na jejich pdeyvech konzistentni pgevadit,
paislutné velieiny jsou tak uréeny globalni, tedy pbez ohlduy na konkrétni mapy.

Zhruba geéeno je tedy varietad dimenzen mno¥iina bodu, ktera jdokalni podobna kartézskému
prostoru R", neboli okoli ka¥sdého bodu mu¥se byt parametrizovamonezavislymi sougadnicemi.

INemusi byt pgitom metricky, euklidovsky, a nni, apod.
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Pgesniji | a to u¥ je rigordzni matematickd de nice | varieta M je mno3%ina, jeji%. ka¥ady
bod P le%i v nijaké oteveené mno¥iU, kterd je spoijiti vzajemni jednoznaéni zobrazena na
otevgenou podmno%inR". Symbolicky to Ize vyjadgit

8P2M 9U M takova, %eP 2 U,
a9 spojitt :U! R" takové, %eU $ (V) je jednoznaéné,

pgieéem¥

nazyvamesougadnicové zobrazeni

dvojici (U; ) nazyvame mapa
eislon nazyvamedimenzi variety M .

Zobrazeni pgitom zavadi naU lokalni sougadnicovy systépnktery je inverznim® obrazem !
kartézského systémuR", neboli

obraz ¢!

Rn
cary ! = konst

soutfadnicova ¢ara
z! = konst

Obrazek 1.1: VarietaM je pokryta (lokalnimi) mapami neboli zobrazenimi z U do R".

Jak jsme ji%a uvedli na pgikladi zemského povrchu, cela vate M je pokryta atlasem neboli
souborem map Po¥adujeme oviem, aby v mistech pgekryvu bylztah mezi mapami(resp. jejich
sougadnicemi) dostateéniladky.

Konkrétni: ~ Nech» {U; ) a (V; ) jsou dvi ruzné mapy, pgieem¥s sougadnice bodu 2 U \V
jsou (P)=(x%;:::;x™a (P)=(yt;:::;y"). Tim je de novano zobrazeniR" ! R": (1),
tedy explicitni  yr(x%; i x"); iy (xt; i x™) L Toto zobrazeni musi byt dostateéni hladké
pro viechny mapy atlasu a viechny pgekryvy. Odtud nazev pdiérencovatelna varietay.

2Tento systém oteveenych mno¥in tvogi z M topologicky prostor.
8Zobrazeni 1 existuje, proto¥%e je vzajemni jednoznaéné.

4Technicky to znamena spinini po¥.adavku spoijitosti parcial nich derivaci (gxy)', a¥%. do jistého géadur . Hovogime

pak o C(") varieti. Obvykle hladkosti roumime existenci spojitych de  rivaci viech géadu.



KAPITOLA 1. ZAKLADY DIFERENCIALNI GEOMETRIE 6

U b v
NV M
o i v

w ( n L)
A \ I { N
AV, ) N )

$(P)N ¥(P)) I

sUNY) \
(o) DUNY)

Obréazek 1.2: Na pgekryvectJ \V de nuji sougadnicova zobrazeni a slo¥sené zobrazeni( 1)
z R" do R", po nim% po¥%.adujeme, aby bylo hladké.

Poznamky:

O dvou atlasech gekneme, ¥%e jsou ekvivalentni a de nuji steju varietu, pokud jejich sjed-
noceni je opit atlas sploujici viechny podminky zformulované vyte. Na jednom topologickém
prostoru Ize zavést i vzajemni neekvivalentni atlasy, ktee pak de nuji ruzné variety litici se
tzv. diferencialni strukturou.

Na diferencovatelné varieti Ize vybudovat vyznamnou rozsdlou strukturu (funkce, kgivky,
vektory, formy, Lieovy derivace, atd.). V nasledujicim textu zavedeme jen ty pojmy, které
budeme potgebovat.

Pgiklady variet;
kru¥aniceS?

{ atlas tvogi alespod 2 mapy, napgiklad mapal; ) odpovida Ghlu x 2 (O;% ) a mapa
(V; )udhluy?2 (0;% ), viz obrazek. Na pgekryvechU \V plati mezi timito lokalnimi
sougadnicemi vztahy = x + resp.y = X . To jsou evidentni hladké funkce, tak¥.e
kru%sniceS? je hladka jednorozmirna diferencovatelna varieta (ktera je odlitna od R?).

P
U
%
Q
Q }
37 z —Y
0 ¢(P) 3T 0 %@ i
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{ Jiny atlas dvou map Ize zavést stereogra ckou projekci ze seerniho resp. ji¥niho pélu

N »(V) 0 ¥(Q)
Q

R

o) 0 ¢(P) S

{ v mechanice tvogiS* kon guraéni varietu matematického kyvadla (kon guraéni varieta
je mno%¥ina vtech poloh daného systému)

sféra S2

{ atlas tvogi alespo0 2 mapy
{ Ize ho zavést napg. pomoci stereogra cké projekce
{ v mechanice tvogiS? kon guraéni varietu sférického kyvadla

torus T2 (anuloid)

{ atlas tvogi alespo0 3 mapy
{ v mechanice tvogiT ? kon guraéni varietu dvojkyvadla

1.1.2 Funkce na varieti
Funkci f na varieti M nazyvame zobrazeni
f: M!' R; (1.1)

neboli situaci, kdy ka¥sdému bodlP 2 M je pgigazeno realné eisfo(P). V lokalnich sougadnicich
mapy (U; ) Ize funkci f reprezentovat jejim sougadnicovym vyjadgenini (1) = f (x%;:::;x").

Obrazek 1.3: Funkcef na varieti M je zobrazeni zM do R.

llustrace: hustota obyvatel na Zemiteplota bubliny foukané z roz¥haveného skla

Je tedy vidit, %e pojem funkce na varieti je pgirozeny a intuiivni, nebo» s funkcemi na varietach
se ve skuteenosti setkdvame docela éasto.
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1.1.3 Kagivky na varieti

Kgivkou (t) na varieti M nazyvame diferencovatelné zobrazeni

@2

kde t je spojity redlny parametr a (t) je odpovidajici jednorozmirna spojita trajektorie na M .
Pgesniji geéeno, parametricka kagivka(t) je hladké zobrazeni ' M , kde R je otevgeny
interval. Symbolicky tedy

to2 ! bodP (to) 2M .

V lokalni mapi (U; ) je okoli bodu P 2 M parametrizovano sougadnicemix®;:::;x" , tak¥%e
kaivka (t) je lokalni uréena funkcemi (x*(t);:::;x"(t)).

U

7
P
M
R” é
(t)

_/

=
PSS
3
~

o4
X ]

3
S

o(v(1)

Obrazek 1.4: Parametricka kgivka (t) na varieti M je zobrazeni zR do M .

llustrace: 3seleznieéni tra»geka

1.1.4 Vektory na varieti

Vektor v vbodi P2 M je ‘ dan teénou ke kaivce (t) ‘ prochazejici bodemP. Vektor v ma:

dany smir (uréeny smirem kgivky (t))

danou velikost (uréenou velikosti zminy (t) se zminout).

Teeny prostor:

Skrze ka¥udy bod® 2 M prochazeji ruzné kagivky ruznych parametrizaci. Mno¥inu ¥ch vektoru
uréenou timito kgivkami nazyvame teénym prostoremT, M Kk varieti M v bodi P.

Dule¥.ité poznamky:
Zatimco kgivky (t) le¥%i vM , vektory v le%ai v TM , nikoli ve varieti M .

Ve skuteenosti jsou vektoryv 2 T, M tgidami ekvivalenceteéen ke (t), nebo» danym
smirem a danou rychlosti prochazi bodemP nekoneéni mnoho ruznych kagivek. Vektorv
tedy ztoto¥.0ujeme s tgidami ekvivalence kgivek stejného Bma rychlosti.
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T. M je linearni vektorovy prostor.

vektory a V' jsou jednotlivé slo¥zky vektoruv v dané bazi (pou¥sivame sumaeéni konvenci).

Vidime, ¥e dimenze TM je rovnha dimenzi M , tedy n.

Obréazek 1.5: Vektory v teéné ke kgivkadm (t) v bodi P variety M tvogi teény prostor T, M .

Vektor coby diferencialni operator:
Uva%aujme nyni:;
hladkou funkci f na varieti M ,
kaivku (t) prochazejici bodemP 2 M ; ta uréuje teény vektorv 2 T, M .

Funkcef ( (t)): R! Rtedy udava hodnotuf podél , pgieem¥. parametrje nezavisla prominna.
Nyni provedeme derivacif pve smiru vektoru vy, neboli®

df (@) o fCEr D) FC) w3
t , .

tr o t

d

kterou lze chapat jako linearni operaci, ktera funkcif pgigazuje vP eéislo ‘é—ft Mu¥eme tedy na
vektor v nahli%et jako na diferencidlni operator operujici na funkch f ; odmyslime-li sif, co% je
libovolna hladka funkce, zbyde z‘derivace‘é—ft samotny operator é’—t V lokalni sougadnicové mapi
(U; ) méa kagivka (t) vyjadgenix'(t), a v bodi P Ize tedy psat

dtdf (@) _ d iy o O @ @f
v a a0 Gaex Vex 14
kde jsme oznagiliv' % Odmyslime-li si nyni f, dostdvame formalni operéator
d_., @,
% Fri % - (1.5)

Srovnanim s obecnym vyrazenv = v'e;, kde e je baze TM aV' jsou slo¥kw viei této bazi, je
vidit, ¥%e

@ @

— je tzv: sougadnicova baze&eéného prostoru T M : (1.6)

5Argument  (t) popisuje bod P, zatimco argument (t+ t) popisuje bod, ktery le¥%i na kgivce majici teénu v,
a ktery ma hodnotu parametru t zvitlenou o t oproti hodnoti odpovidajici bodu P. Symbolicky bychom mohli
psat (t) Pa (t+ t) P+v t.
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Operétory parcidlnich derivaci - zgejmi reprezentuji teené vektory k sougadnicovym éaram',
neboli jsou to derivace ve smiru pgislulnych sougadnicoviicear.

Pgiklad: Na sfé@eS? je teénym prostorem T, S? v bodi P rovina. Bazi tohoto vektorového pro-
storu tvogi napgiklad dvojice vektort ;2 . To znamena, %e ka¥%dy vektor v teéné rovini, B2

Ize vyjadgit jako linearni kombinaci vektoru g ve smiru poledniku a vektoru @Q ve smiru rov-
nobi¥aky.

1.1.5 Formy na varieti

l-forma vbodiP2M je | linearni funkcional na vektorech| z T, M, tedy plati

(v) = &islo 2 R; (1.7)
(civi+ cvo) = (vi)+ c (v2):

Stejni jako vektor ma i 1-forma svoji velikost a orientaci.

Koteeny prostor:

Viechny formy v bodi P 2 M tvogi linearni vektorovy prostor nazyvany koteeny prostorT, M k
varieti M v bodi P. Koteény prostor T, M je dualni k T, M .

N

Obréazek 1.6: Koteeény prostor T M 1-forem je dualni k teénému prostoru T M vektoru.

Vztah vektoru a 1-forem:

Vektory a 1-formy v bodi P 2 M jsou navzajem dualni. Jejich interakce je dana operaci ppudbeni
1-formy na vektory z de nice (1.7), kterou Ize té%4 chapat jak bilinearni operacizu¥.enfkontrakce),
kterou oznaéujeme

h ;vi (v): (1.8)
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Vysledkem z(%eni vektoru s 1-formou je tedy redlné éislo z diee (1.7). Reprezentujeme-li
formu  pomoci vrstevnid® a vektor v pomoci lipky, pak geometricky vyznam éislah ;vi od-
povida poétu vrstevnic, které lipka protne. Zale¥i zjevni a jejich vzajemné orientaci a velikosti.
Eim je 1-forma vitii, tim jsou jeji vrstevnice hustti. Eim je vektor vitii, tim del'i je jeho lipka.

A\

Bazi koteeneho prostoru TM tvogin 1-forem ('L:::m™) takovych, ¥e ka¥adou 1-formu z
T.M lIze vyjadgit jako” = "' kde ; pgedstavuji slo¥ky k této bazi. Obvykle za bazi
1-forem volime tzv. dudlni bazi k bdzovym vekorum €1;:::;en) v T, M de novanou pgedpisem

Hiei= | (1.9)

Jako okam%.ity dusledek (1.9) dostavame nasledujici vztahy

higi=hi"gi= Wegi= /= j; (1.10)
Hivi=HI;Viei=vhiei=Vv]=V; (1.12)
hvi=h"Viei= Vhlegi= V: (1.12)

Diferencial funkce coby 1-forma:

Nejdule¥4itijti 1-formou je diferencidl funkce Je-li f hladka funkce na varieti M , potom diferencial
funkce f v bodi P 2M je forma df de novana vztahem

hdf; vi v(f):‘ (1.13)

ZUu¥eni 1-formydf s vektoremv tedy je pravi derivace funkce f ve smiru vektoru v 2 T, M, viz
vztahy (1.3), (1.4).

Dusledek: Vezmeme-li za vektorv pgimo vektory (1.6) sougadnicove baze, M a za funkei f
pgimo sougadnicg' z mapy (U; ), pak z de nice (1.13) plyne
@ . @% _ .

hx'; —i v(f)= ox-

&0 (1.14)

tak3,8

(dxt;:::;dx") je duélni sougadnicova bazkoteéného prostoru T™M: (1.15)

Geometricky: ~ zatimco vektor @ obvykle reprezentuje lipka ve smiru sougadnicove gary!,
1-formadx' je znazornina mno¥inou ploch (vrstevnic)x' = konst.

Ka¥adou 1-formu z koteéného prostoru TM Ize tedy psat = ; dx', pgieéem¥a plati (viz (1.10)
a (1.11)), %e
. @
j - h ,@h (116)
vl = hdx ;vi: (1.17)

Ve vice dimenzich je forma  reprezentovana vrstevnicovymi (nad)plochami.
“Srovnejsv = Vigj.
8Srovnej (1.14) s de nici dualni baze (1.9).
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Diferenciél df funkcef jako specialni 1-formu  Ize ve slo¥kach zapsalf = ; dx', kde podle
(1.13)je ;= hdf; Zi= & takve
@f
df = @X (1.18)
a dale plati
N CL
Hdf; vi = @kv : (1.19)

Geometricky vyznam: Diferencial df odpovida znazornini funkce f pomoci ekvipotencial
(v ruznych fyzikalnich souvislostech zvanych té¥% vrstevae, izotermy, apod.).

Poznamka: Ze vztahu (1.18) vidime, Ye 2 @)@ A % jsou sougadnicové slo¥ky 1-forngf 2

T.M . V prostorech se skalarnim soueinem (metrikou) Ize s touto ormou asociovat vektor
gradf 2 T, M vyjadgujici smir nejvittiho rastu f, ktery je kolmy na ekvipotencialy, neboli

gradf v  gq (gradf )*v'; (1.20)
kde of
ko @

(gradf) g ax (1.22)

V kartézskych sougadnicich \R" je pgirozena metrika trivialni, toti%gxi = i , tak%ae slo¥zky vektoru
gradf jsou éiselni rovny slo¥skdm 1-formydf . Proto se v zékladnich kurzech fyziky (nepgesni)

hovogi ovektoru gradienty, jeho¥s slo¥uky j Jsou@)él i @0 hikoli 0 1-formi df , ktera ma tyto

P @x
slo¥uky v¥ady.

1.2 Teeny bandl, koteeny bandl

eeny ba@ITM je sjednoceni viech teénych prostoru JM ve viech bodechP variety, tedy

T, M . Je to opit varieta, jeji¥a dimenze je &. Ka¥.dy bod z variety T™M pgitom
P 2M
pgedstavuje nijaky konkrétni teény vektor v 2 T, M v jistém bodi P 2 M .

oteeny @ dIT M je sjednoceni viech koteenych prostort TM ve viech bodechP variety, tedy

T, M . Ka¥.dy bod z variety TM pgedstavuje nuakou konkrétni 1-formu 2 T, M
P2M
Vv jistém bodi P 2 M .

M |T.M [T,M | TiM £;M T:M
TM 2z lﬁ v TG _51
\E/’I/Q M _E/"p/ M

Obrazek 1.7: Teény bandl ™ je varieta viech teénych prostort T, M (vlevo), zatimco dudlni
koteeny bandl T M je varieta viech koteénych prostort T M (vpravo).
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Pro teeny bandl plati, %e:
Bod Z 2 TM jednoznaeni uréeuje:

1. vektorv 2 T, M (dané velikosti a orientace)
2. bodP 2M (vnim¥%jev teény kM ).

Existuje pgirozena projekce : TM!M | pgieem¥ plati (Z) = P.

V lokalnich souganicich ma bod® 2 M sougadnicex', vektor v ma slo%ky' v bazi f &-g.

Pravi diky existenci projekce maji teény bandl TM a koteény bandl T M specialni strukturu.
Jsou pgikladem tzv. fibrovaného prostoru.

1.3 Fibrovany prostor

Fibrovany prostor je vlastni zobecninim kartézského souéinu. Nejsnaze lze mistatu fibrované
struktury pgibli%it, pokud si pgedstavime varietuB, do jejiho¥s ka¥sdého bodB 2 B je jakoby
pvlepenay dal'i varieta Fp, viz obr. 1.8. Pgitom musi platit, %e varietyFp jsou ve viech bodech
P 2 B difeomorfni ® s nijakou spoleénou ptypickouy varietouF, tj. pro 8 P;P°2B : Fp ' Fpo'
F. Varieta B se nazyvabazova varieta F je typicky fibr a Fp je fibr v bodi P. Sjednoceni
F [ Fp (1.22)
P 2B

pak nazyvametotalni prostor. Vztah mezi totalnim prostorem a bazovou varietou je pgitomdan

pgirozenym zobrazeninFp ! P,
:F!B (1.23)

nazyvanym kanonicka projekce Pojmem fibrovaného prostoru tedy obecni rozumime struktuu
(B; ;F; F) zahrnujici bazovou varietu, kanonickou projekci, typicky fibr a totalni prostor.

Obrazek 1.8: Schématické znazornini fibrované struktury.

Navic je ale jelti po¥sadovana tzv. lokalni souéinova strukira, tj. existence pokryti U bazové
variety B a soustavy difeomor zmu

)yt R (1.24)

takovych, ¥%e , ()= , pgiéem¥s zobrazenim, je mytlena restrikce naU . Vagni geéenoF
(pginejmentim) lokalni vypada jako souéinB F, a¥ na to %e fibrlfp mohou byt vuéi sobi trochu
pzkroucenéy. Soustava zobrazeni se nazyvalokalni trivializace.

9DV variety nazyvame difeomorfni, pokud mezi nimi existuje bijektivni zobrazeni f a pgitom plati, %ef af 1!

jsou hladka zobrazeni.
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Nejjednodu®tim fibrovanym prostorem je zjevni tzv. soueinova fibrovana varieta kdy totalnim
prostorem je kartézsky souein baze a fibru, projekci je prakce na prvni élen tohoto souéinu:

B FIB : (1.25)

llustrace: Jednoduchymi pgiklady souéinové fibrované variety jsou Mac a Mébiuv pruh. V obou
pgipadech je bazova varietd kru¥nice (varietaS?) a typicky fibr F reélny interval (a;b).

llustrace: Pgikladem fibrované variety je takééasoprostor V Aristotelovi pojeti jsou eas i prostor
pova¥:ovany za absolutni a éasoprostor Ize tudi% interpre&t jako eétygrozmirnou varietu M 4
de novanou kartézskym souéinemM 4 = R R3, kdet 2 R ar 2 R3. Kanonicka projekce je dana

‘R R®! R: (1.26)

Naproti tomu Newtonuv éasoprostor, jen¥% je charakteristicky absolutnim éasem &k relativnim
prostoremt?, ji% neni pgikladem kartézského souéinu éasu a prostoru.eBm ma fibrovanou struk-
turu s kanonickou projekci

M4 R; (1.27)

kde M 4 znaéi étygrozmirnou éasoprostorovou varietu. Tato projeke pgigazuje ka¥sdé éasoprosto-
rové udalosti Z 2 M 4 odpovidajici hodnotu éasut = (Z). Fibrem je v tomto pgipadi inverzni
obraz  1(t), kde t 2 R, tedy tgirozmirny prostor v daném ease. Ka¥idy fibr je difeomrfni s R3.
Fibrovanou strukturu, aviak slo%itijti, maji i Minkowského éasoprostor specialni teorie relativity

a zakgiveny easoprostoEinsteinovy obecné teorie relativity.

1.4 Vektorové pole a jeho integralni kaivky

Vektorovym polem ve fyzice intuitivni oznaéujeme situaci, kdy je pv ka¥.dém bodi prostoru de-
novan vektory. V preciznijti geometrické formulaci to zna mena, %.e ve vtech teénych prostorech
T. M variety M (fibrech nad P) existuje unikatni vektor X ., pgieem¥ ppro blizké body variety
jsou vektory X, blizkéy. To nas pgivadi k pgesné de nici.

De nice:
vektorové poleX je hladky ge2! na teéném bandlu T™

pole 1-forem je hladky gez na koteeném bandiu ™ .

TM

N— x

<

|
i
\

10pjati toti¥s znamy Galileiho princip relativity.
1 gez je hladké zobrazeni X zM do TM takové, ¥%e (X) je identické zobrazeni na M , tedy (X (P))= P.
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Pro dalti vyklad je dule¥.ité, %e ka¥adé vektorové pole autaimoky generuje mno%zinu tzv. integrél-
nich kaivek (ve fyzice v ruznych kontextech nazyvanych psikgivkyy, pproudnicey atd.):

De nice:
Integraini kgivky vektorového pole X jsou kgivky (t) takové, ¥e teény vektor ke (t) koinciduje s
X, 2T, M, atov ka¥sdém bodiP 2 M .

llustrace: Integrélni ka@ivku mu¥eme pgirovnat k turistické trase lemeané orientaénimi tipkami
udavajicimi smir a dobu dal*iho pochodu.

Vita : Pro spojita vektorova pole na diferencovatelné varieti integralni kgivky existuiji.

Dukaz : Ize podat konstruktivni

i )
%le(xk); i=1;::5n; (1.28)
kde & jsou slo¥sky teéného vektoru ke kaivee(t) — (x1(t);::5;x" (1) a X'(x¥) jsou slo¥aky

vektorového pole X v bodi P, tedy X,. Tim dostdvdme soustavu obyeéejnych diferenciélnich
rovnic 1. gadu tvaru (1.28). Existence jejiho geteni® (t) je zaruéena matematickou vitou o (lokalni)
existenci.

Obrazek 1.9: Integralni kaivky vektorového pole.

Plati:
ka¥adym bodenP 2 M prochazi nijaka integralni keivka
integralni kagivky vyplouji celou varietu (tvogi tzv. kongruenci, kterd jen 1 rozmirna)

integralni kagivky se mohou protinat jen v bodech kdeX = 0 (tzv. singularni body).

1.5 Tok  generovany vektorovym polem

Vektorové pole X tedy generuje integralni kaivky (t). Celad kongruence (mno%iina) tichto kgivek
de nuje zobrazeni variety M na sebe. Toto dule¥ité zobrazeni nazyvame tok generovanylem X .

De nice:
Tok { generovany vektorovym polenX je mno%ina zobrazeni;: M!M de novanych

\t: (to) ! (t0+t):\ (1.29)
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To znamena, ¥e ka¥udy bdel (to) variety M je posunut podél kgivky (t) generované polem
X 0 vzdalenost parametrut do boduP 2 M , kde P = (to + t). Plati tedy é’—t t(P) . = Xp.
=

Poznamky:
t je spojity parametr mno%ziny viech zobrazeni
o je identita

h+t, = 1, t,,» C0¥ vyjadguje skladani zobrazeni

¢ je inverzni zobrazeni k .

Vidime, ¥%e tok ; tvogi jednoparametrickou spojitouLieovu grupu transformaci na varieti M .

1.5.1 Zobrazeni push-forward a pull-back

De nice:
Hladké zobrazeni na varieti M indukuje dile¥ita teénéa zobrazeni na (ko)teéném banditf:

na TM : push-forward (zobrazeni ppostré vpgedy vektor)

na T M : pull-back (zobrazeni pstahni zpity formu)

Konkrétni:  nech» lokalni

U'u ., (1.30)
zobrazuje bodyP 2U, M nabody (P)2U ., 2M , pak
CT,ME T M (1.31)
zobrazuje vektorv teeny ke kgivce na vektor w (v) teény k obrazu ( ) kaivky
Naopak
:T ML T M (1.32)
zobrazuje formu  na formu ( ) pwedpisemh ;vi h ;wi, neboli
h ()vi, h (v)i( b - (1.33)
Explicitni v sougadnicich plati ‘ o
x'oyi(xY); (1.34)
i @ ; @ @y @
= v = =w == = =7 = -
V=V a W= w @ (v) Y% @x @ (1.35)
. @y .
= ;dy' ) = ;dx = ()= ey dx! (1.36)
Je ted . @\
Y w = v'% ; (1.37)
_ @y,
i~ i@ ) (1.38)

co¥. vyjadguje transformaeni vlastnosti vektoru resp. 14fmy pgi pgechodu od sougadnic v okoli
U, k sougadnicimy! v okoli U .

12 Nemusi jit nutni jen o tok t, ale o libovoIné hladké zobrazeni na varieti (tzv. difeomo  r smus). Pro vzajemni
jednoznaéené zobrazeni Ize i invertovat.
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[
"M T M

@(P)

Obrazek 1.10: Zobrazeni na varieti M pgirozeni indukuje zobrazeni  (push-forward) na
teéném bandlu TM a zobrazeni  (pull-back) na koteéném bandlu TM .

1.5.2 Lieuv pgenos funkce, vektoru a formy

Integralni kaivky vektorového pole X de nuji tok {, co%: je hladké zobrazeni a tudi% indukuje
pgislutnalinearni zobrazeni . (push-forward) a , (pull-back).!® Tato tei zobrazeni Ize pouait
k de nici Lieova pgenosu funkci, vektoru a 1-forem.

De nice:

Lieuv pgenos funkcef je nova funkce f~ na varieti M de novana pgimo pomoci toku
generovaného polenX vztahem

f{P)=f(P); kde P = ((P): (1.39)
Funkce f~ma tedy v bodi P stejnou hodnotu jako puvodni funkcef v bodi P.

Lieuv pgenos vektorového pol¥ podél poleX je nové poleY de nované vztahem

Y(P)= ¢ (Y(P): (1.40)

Lieuv pgenos pole 1-forem podél poleX je analogicky dan

(P)= (=(P): (1.41)

Obrazek 1.11: Lieuv pgenos vektoru je push-forward zobramé ; indukované tokem ¢, které je
generovano polenX . Konkrétni: vektor Y (P) v bodi P je de novan jako teéna ke kagivce (( (u)),
kde (u) je kgivka teena k vychozimu vektoruY (P) v bodi P.

Bnverzni zobrazeni k ¢ je t a podobni inverzni zobrazeni k , je i
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1.6 Lieova derivace L,

Smyslem Lieovy derivace je charakterizovat zminu geometgkého objektu ve smiru (podél) vek-
torového pole X . Toho se docili tim zpusobem, %e pod hodnoty velieiny v danébodi odeéteme
hodnotu veliéiny tam Lieovsky pgenesené ze vzdalenodtj tento rozdil vydilime t a provedeme
limitu t! 0Oy. Konkrétni tedy

Lieova derivace funkcef je funkce

Lh i
Lf lm= () fP) ; (1.42)

Lieova derivace vektorového pol&’ je vektorové pole
h [

L,Y tl!mot} Y(P) Y(P) ; (1.43)
Lieova derivace pole 1-forem je pole 1-forem
h i
L, tllmof P ~P) : (1.44)

Lze ukazat, ¥e plati nasledujici dule¥.ité vztahy:

1. Lieova derivace funkceje pgimo rovna derivaci ve smiruX :

fo:X(f):%:mIf;Xi: (1.45)
2. Plati, 3%e

L,(fY)=(L,f)Y +fL,Y ; (1.46)

L,(f )=(Lf) +fL, : (1.47)

3. Pro Lieovu derivaci zG¥%enplati Leibnizovo pravidlo

[L,h ;Yi=hL ;Yi+h;LYi: (1.48)

4. Pro diferencidl plati L, (df )= d(L,f), tedy

aso)

5. De nujeme-li Lieovu zavorkuvektorovych poli vztahem'#

\[x;v] XY YX;‘ (1.50)

as

Ukazuje se, %.e vektorova pole maji strukturiLieovy algebry, tedy ¥ae:

pak plati

[aX1+ X2 Y]=c[X1; Y]+ [X2; Y] ; (1.52)
X5YI= [Y;X]; (1.53)
X;Y1;Z1+[[Y;Z];X]1+[[Z;X];Y]=0: (1.54)

1474pis XY YX ma vyznam komutétoru operatort danych vektory X a'Y , tedy pro libovolnou funkci f plati
(XY  YX)(f)= X(Y(f)) Y (X()).
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6. Explicitni vyjadgeni ve slo¥ikadge

@y ., @X @
= i i .
LY = Xgr Yox &
L @, @X
b= Xaxt iex

Dukaz:

1. Tvrzeni plyne ze vztahu (1.42), nebo» u¥itim (1.29) a (193je L, f =lim y

f( (to))], co¥ je opravdu derivace funkcé ve smiru X.

19

(1.55)

(1.56)

o tlf ( (to+1))

2. Vztahy dostaneme rozpisem podle de nic (1.42), (1.43) a1.44).

3. Dukaz plyne z de nice u%itim vztahuh~; Yi = R :Yi. Ten vyjadguje skuteénost, ¥%e pokud
f =h ;Yi, pakf"= h~;Yi, kde vtechny veliéiny ve druhém vyrazu jsou pgislutné Lieasky

pgenesené velieiny z prvniho vyrazu, co¥% plyne z (1.33).

4. Lze dokazat z de nice Lieovy derivace funkce (1.42).

5. Abychom ukazali platnost rovnice (1.51), vyu¥ijeme vzthu (1.48) aplikovaného na = df,

tedy na 1-formu, kterd je diferencidlem funkcef . Plati

hdf; L,Yi = L, hdf; Yi hL df; Yi= L, hdf; Yi h dL,f; Yi=

=L, Y() hdX(f);Yi=X(Y(f))
= (XY YX)(f)
a opitovnym u¥itim (1.13) také
hdf; L,Yi=(L,Y)f):
Porovnanim vztahu (1.57) a (1.58) dostavame
LY = XY YX =[X;Y];

e€im% je dukaz hotov.

Y (X(f)) =

(1.57)

(1.58)

(1.59)

6. Prvni vztah dokd¥eme tak, ¥%e levou stranou (1.55) pusoldma funkcif . Dale postupujeme
rozepsanim podle (1.51), (1.50), pgechodem ke slo¥:kam v sadnicové bazi a pgeznaéenim
seitacich indexu. Odmyslime-li si nakonec funkcf , dostavdme po¥sadovany vztah:

ig i
e

Yix!

@
@(l
@f

(LY)(F) = X (Y (F))
af

Y (X(F) = X
. x1@Y @f

f

= X'yl

. @ @
] i
Y@dx@('

f =

@k@x
@Y
@k

@%@k @k @
@ e ,exe  _
Xexa | exed |

@k @X (1.60)
@X @

i .

Vor ol

Pgi dukazu (1.56) postupujeme opit rozepsanim do slo¥.ek agzmaeenim seitacich indexu:

Ly =L, (idx)=(L, pdx' +
R C I @k @i
= XIgpax 4 id xIEE = XIS
= Xj@i+ - ox dx' :

@x | @x

L dx (L, dx +

id(LxXi) =

jdxd = (1.61)
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1.7 Diferencialni 2-formy a jejich vztah k 1-formam

De nice: 1-forma je linearni zobrazeni: vektorX ! eéislo (X), viz (1.7).

De nice: 2-forma! je bilinearni antisymetrické zobrazeni: dvojice vektoruX ;Y ! éislo! (Y ; X),
neboli*®

P(Y;aX1+ eX2)=c! (Y X))+ ! (Y;X2); (1.62)
PX;Y)= T (Y;X); ) proY = X plati : (1.63)
I (X;X) O0: (1.64)
Slo¥aky! v lokalni sougadnicové bazi £2r;:::; 5%) jsou sadou &isef
@ @
! I 1.65
@ @ (1.65)
Zjevni plati:
@ @
P(Y; X ' Y — ;X — =! Y X ; 1.66
(Y;X) @ @ (1.66)
pgieem3% = ! v dusledku (1.63).
Vztah 2-forma ! 1-forma:

operacei, neboli vio%eni vektorX do formy

De nice:
Pro 1-formu ( ) a vektor X de nujeme

i, = (X)|[::: 0-forma (funkce) ; (1.67)
tj. eislo toto¥né s kontrakch; X i.

Pro 2-formu! ( ; ) a vektor X de nujeme

i1()="1( ;X)\ .22 1-forma; (1.68)

eekajici na vektorY , kter4 po jeho dosazeni za da pgisluiné éisld (Y ;X). Ve slo¥kach
vzhledem k sougadnicinz plati

i, = X (1.69)
(iy!') =t X 3 (1.70)
kde
i,! =@,!) dz : (1.72)
Je tedy
il (;) 1Y X =1 (YX): (1.72)

157avadime jen antisymetrické 2-formy, a proto zde pro ni u¥%iv ame jen zkracené oznaéeni p2-formay.
8 @ecké indexy ; ; ;:::  nabyvaji hodnot 1 ;2;:::;2n odpovidajici sougadnicim (z%;z?;:::;z?") v Hamiltonovi
formalismu (viz kapitola 3).
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Vztahy 1-forma ! 2-forma:
operacevnijti souéin
De nice: AN je 2-forma vznikla z 1-forem a vztahem

B : (1.73)

kde symbol znaéi tenzorovy souein. Jinymi slovy, pgi pusobeni na vekig Y, X je
™ XNY;X)= (YY) (X) (Y) (X) h ;Yih ;Xi h ;Yih ;Xi: (1.74)

{ je to zjevni bilinearni antisymetrické zobrazeni, tedy 2-forma
{ evidentni plati, %e

noo= A (1.75)
L )=0 2 )0X)= () (X)) () (X): (1.76)
Ve slo¥ikéch:
{ (dz) .11 tvogi bazi viech 1-forem

{ (dz ~dz ):::tvogi bazi vtech 2-forem, neboli Ize vyjadgit

I =11 dz ~"dz = I dz ~dz ; (1.77)
tak¥.e
L(Y;X)= 3! (dz dz dz dz )Y;X)=
=11 (dz (Y) dz (X) dz (Y) dz (X))=
=30 Y X L Y X)=! Y X ; (1.78)

c0% je konzistentni s (1.66).
operacevnijti derivace d

Jedna se o zobecnini diferencialu funkce

@f
f f=— : 1.7
) d @Zdz (1.79)
De nice: vnijli derivace pole 1-forem je pole 2-forem dané vlastnosnhi
d( + )=d +d ; (1.80)
d(f )Y=(df)» +fd ; (1.81)
d2=0: (1.82)
Specialni pro = fdgtedy jed = df ~ dg. Existenci a jednoznaénost takto de nované
operace nejlépe vidime ve slo¥skach. Pomoci (1.80), (1.81]1a79) snadno doka¥.eme, ¥%e
= dz ) d :%dz Adz (1.83)
Vimnime si, %e pro = df = %dz odtud dostavamed = %dz Ndz =0, nebo»
elen @Z@%Z je symetricky v a , zatimco élendz ~ dz je antisymetricky. Vlastnost d?f

zavedena v (1.82) tedy odpovida zaminnosti smitenych pardinich derivaci funkcef .

Obdobni Ize de novat také 3-formy a zobecnit vnijti derivac i na 2-formy tak, ¥%e plati
da¢c » )=(d )" ~d ) (1.84)
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Na zavir jelti uveime vyznamnou identitu, kterd dava do souv islosti Lieovu a vnijti derivaci.

Cartanova identita

L, =i, d+di,: (1.85)

Dukaz: Nech»p, g jsou libovolné funkce, potom

pro 1-formy = pdq:

Aplikujme Lieovu derivaci L, na 1-formu a poté u¥ijme Leibnizova pravidla pro derivaci
souéinu, zaminost Lieovy derivace a diferencidlu funkce v (1.49) a de nici diferencialu
funkce viz (1.13):

Ly = L,(pdg)=(L,p)dg+ p(L,dq)=

= (X(p)dg+ pd(X(q) = hp;Xidg+ pd(hdq;Xi) : (1.86)
K takto vzniklému vyrazu pgiétime a souéasni odeétime vyrazhdqg; X idp a nasledni u%ijme

de nice vnijtiho souéinu po vlo¥seniX , tedy (dp” dg)(X; ), viz (1.76) a vztahu hpdq;Xi =
i, (pdg) adp” dg= d(pdq). Tedy

L, = hp;Xidg hdg;Xidp+ (dp)hdg;Xi + pd(hdg;Xi) =
=i, (dptdg+ d(phdg;Xi)=(i,d+ di,)(pdg =(i,d+di,) : (1.87)
pro 2-formy tvaru ! = dp” dq:
Provedenim obdobnych Gprav, u¥itim (1.87) a uva¥enim idetyt d> 0, viz (1.82), spoéteme
L' = Li(dp”dag) = L,(d(pdq) = d(L,(pdq)) =

d(i, d(pdo) + di, (pdg)) = di, (dp” dq) + d?i, (pdg) = (1.88)
diy! =@, d+di);

proto¥se
i,dl =i, d(dp”rdg =i, (d’prdg dp”d?g)=0: (1.89)

pro obecné 2-formy = f;!;:
Diky lineariti a vztahu (1.88) plati

L :(foj)! i +ijx! i :(ixdfj)! j +fj(ixd!j+dix! j):
= (i dfp)ty )Mty +(df) m ity + fidit = (1.90)

=i d(Et I+ d(fjic ) =@ d+diy)

X



Kapitola 2

Geometricka formulace
Lagrangeovy mechaniky

V této kapitole uka¥seme, ¥e pgirozenou arénou Lagrangeovgamaniky je teeny bandl TQ kon -
guraeni variety Q, a %e dynamicky vyvoj je uréen vektorovym polenX, které geli Lagrangeovy
rovnice v geometrickém tvaruL, | = dL: Integrélni kegivky (t) tohoto pole uréuji fazovy por-
trét daného systému. Zformulujeme a doka¥eme vyznamny te&m Emmy Noetherové, ktery dava
do souvislosti symetrie Lagrangeovy funkce a zakony zachéwi.

2.1 Fazovy portrét: dynamicky systém coby vektorové pole
Fazovy portrét je znazornini mo¥aného vyvoje systému v grafu rychlost versupoloha, tedy v(x).
Prostor parametru (x; v) nazyvame té¥ prychlostni fazovy prostory.
jedna se o mno¥inu kagivek(t): ka¥sdym nesingularnim bodem prochazi pravi jedna kaivka
ka¥ada kgivka je jednoznaéni uréena poéateenimi podminkafixo; vo)
bod v rychlostnim fazovém prostoru ; v) uréuje fyzikalni stav systému

Zmininé kgivky (t) vyvoje systému lze chapat jakointegralni kaivky specialniho vektorového
pole X, které nazyvamedynamické vektorové poleTo je (pro pgipadn = 1) uréeno vyrazem
d @ @
= —=—V—+ a— :
X T Y a a @’
kde v je okam%iita rychlost aa je zrychleni eastice, je¥ je v konkrétnim pgipadi uréeno Nésnovou
pohybovou rovnicima = F.

2.1)

Ve smyslu operatoru aplikovaného na libovolnou funkcif tedy plati

df @f F of
- = 4+ ——
X(f) dt V@x m@v’
tak¥ze slo¥sky dynamického vektorového pole v rychlostnimzidgwém prostoru s nezavislymi sougad-
nicemi x, v jsou X = v; % . Odtud Ize ureit integralni kaivky (t) gelenim soustavy rovnic

2.2)

dX' ik,
ot - X(x%) 5 (2.3)
viz rovnice (1.28), kde sougadnice jsouxt;x?)  (x;Vv). Explicitni tedy je
dx
GV (2.4)
dv F
o (2.5)
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@elenim soustavy (2.4), (2.5) dostavame éasovy vyvoj sysméu x(t), v(t) v rychlostnim fazovém
prostoru.
Pgiklad: volny pad: F = mg, tak¥e (2.1) je

= V§+ gg

Integralni k@ivky fazového portrétu jsou paraboly. Opravdu, geteni ureené rovnicemi (2.4), (2.5) je

X (2.6)

X = 3gt? + Vot + Xo; v = gt+ vo; (2.7)
(kde vg, Xo jsou integraéni konstanty) tak%.e vylouéenint dostavame

2 2
g VvV Vv V Vo 1, .
X= = + vp + Xg= —V°+ Xg =— : (2.8)
2 g g 29 29

Fazovy portrét je znazornin na obrazku 2.1.

\
f

-

\
\%\\
W\

N

N
N

N—

Wit

;
i

2N

AN

Obrazek 2.1: Dynamické vektorové pole a fazovy portrét volého padu.

Pgiklad: harmonicky oscilator: F =  kx, tak%ze
@ ., @ 2_ K
X=v— xX—; kde ! = —: 2.9
& @ m (29)

Integralni kagivky jsou elipsy, tedy uzavegené kgivky se singularnim bodem x = 0, nebo» geleni
soustavy (2.4), (2.5) nyni je

x = Acos(t + ); v= Al sin('t + ); (2.10)

(A, jsou konstanty) a vylouéenimt opravdu dostavame

X
Tt o =L (2.11)

viz obrazek 2.2.
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Obrazek 2.2: Dynamické vektorové pole a fazovy portrét harronického oscilatoru.

Pgiklad: matematické kyvadlo F = mgsin' . Rychlostni fdzovy prostor je nyni uréen Ghlovymi
parametry (;! ), tak¥%e dynamické vektorové poleX = ! @Q + "@—@ ma tvar
@ g_.. @
X=!— Z=sin' —; 2.12

nebo» pohybové rovnice uréuiji, %e Ghlové zrychlehi=  $sin' . Fazovy portrét je znazornin na
obrazku 2.3.

v

Obrazek 2.3: Dynamické vektorové pole a fazovy portrét mateatického kyvadla.

Zavir: Vidime, ¥e geleni Ulohy v teoretické mechanice je mo¥né ggerna nalezeni odpovidajiciho
(unikatniho) dynamického vektorového pole X v rychlostnim fazovém prostoru. PoleX je pgitom
geometricky objekt, ktery existuje nezavisle na konkrétnich sougadnicichychlostniho fazového
prostoru. Lze tedy v principu pou%it libovolné zobecniné sogadnice kon guraéni variety. Uka¥seme
nyni, ¥e poleX je opravdu uréeno geometricky, a to Lagrangeovymi rovnicetin
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2.2 Zakladni geometrické objekty Lagrangeova formalismu

Vyklad lagrangeovské mechaniky v jazyce diferencialni genetrie zaéneme de nici nikolika dule-
Ysitych pojmu:

kon guraeni varieta Q je varieta viech mo%nych poloh (tvaru) daného systému parastri-

Lagrangeova funkcel je skalarni funkce na teéném bandlu W, tedy zobrazent L : TQ! R

dynamické vektorové polex (f—t na TQ je vektorové pole, které je ureeno Lagrangeovou
funkci L; jeho integralni kaivky (t) uréuji fazovy portrét, tj. udavaji éasovy vyvoj systému.

llustrace: matematické kyvadlo
Kon guraéni varietou Q matematického kyvadla je kru¥nice, tedy varietaS'. Na jejim teéném
bandlu TQ =T S? je de novana Lagrangeova funkcel , ktera ma v pgirozenych sougadnicich tvar
L(; "D dany

L = Zml?'_%+ mgl cos" (2.13)
Ta jednoznaéni uréuje dynamické vektorové poleX , neboli danym bodemZ 2 TS* prochéazi pravi
jedna integralni kaivka s teenouX , odpovidajici konkrétnimu vyvoji, viz obrazek 2.4.

Obrazek 2.4: Integralni kgivky na teéném bandlu B! matematického kyvadla.

Poznadmka: Uvidomme si, %e vektorové polX ve skuteénosti le¥%i v teéném bandlu T(Q), nikoli
pgimo v TQ. V pgipadi matematického kyvadla tedy v T(T S1). Proto je to hladky gez na T(TQ).

1Pokud je Lagrangeova funkce navic také easovi zavisla, plat iL:TQ R! R.(Pokud neexistuje potencial V,
jsou pusobici sily popsany 1-formami = Fj dx' = Q; dd .)
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2.3 Lagrangeovska vektorova pole na TQ

Cilem lagrangeovského popisu je nalézt unikatni kgivku (t) na kon guraéni varieti Q ureujici
vyvoj systému pgi danych poeateénich podminkach. Tuto keku ziskame projekci kaivky (t)
le¥sici na varieti TQ. Pgipomedme, %e teeny bandlQ je fibrovany prostor s bazi Q (viz ka-
pitola 1.3), a proto (t)= ( (t)). V lokalnich sougadnicich mame (t) (gt (t);:::; 0" (1) a

(t) (g0 () at(t); s a (b))
V daném bodi P (to) 2 Q pgitom teéna ke kaivce (t) uréuje rychlost systému popsanou

vektorem v 2 T, Q, jen¥ ma v sougadnicové bazi tvar = v/ @% = dq' (to) & @ Tim je ovlem

jednoznaéni uréen odpovidajici bodz (to) 2 TQ, nebo» obecni musi platitv = d (tg)-&-. Po-
rovnanim obou vyjadgeni vektoruv pro ka¥sdou hodnotu parametruty odtud dostavame po@ammky
konzistence ve tvarlf

d(t)= dd (t) : (2.14)

Pouze takové kgivky (t) na TQ sploujici vztah (2.14) mohou konzistentni odpovidat pgisliiné
kaivce (t) na Q | pak @ikdme, ¥e (t) je pzdvihemy (t), zatimco (t) je pprojekciy (t).

V Lagrangeovi geometrickém formalismu se tedy musime ometzjen na specialni dynamicka
vektorova pole X na TQ, aby jimi generované integralni kagivky (t) automaticky sploovaly pod-
minky (2.14). Proto¥e obecni plati

df _ dd (1) @f, dd(1) @f

X(f) T @q &t @ (2.15)
viz (1.4), omezeni dana (2.14) implikuji
) @
= — + W! '; ! —_— 2.16
q a (9 @L)@ (2.16)
nebox» jsme identi kovali
dg _ .
d_p =d; (2.17)
d S
% - Wi (2.18)

Specialni vektorova polé tvaru (2.16) se nazyvaji pole druhého gaduDynamické vektorové pole
v Lagrangeovi popisu tedy musi byt polem druhého gadu, aby déalo konzistentni geleni pohybo-
vych rovnic. Rychlostni fazovy prostor TQ ma sice dimenzi 2, ale diky implicitni vazbi (2.14)
implikujici (2.16) se efektivni redukuje na n nezavislych prominnych kon guraéni variety Q.

Pro danou trajektorii  (t)  (q(t);:::; 0 (1)) na Q diky (2.17), (2.18) plati dd;;' = dd% = Wi,
tak¥e funkceW! vyjadguji slo¥sky okam¥aitého zrychleni systému. Dynamickg toto zrychleni

uréeno pohybovymi rovnicemi v zobecninych sougadnicich,edy Lagrangeovymi rovnicemi Il
druhu, neboli & %,L gé = 0, kde L(dg:d) je paisluina Lagrangeova funkce. Explicitnim
rozpisem Uplné éasové derivace v prvnim élenu dostavame

@L dd , @L dd @L_

= - 1 =" 2.19
@ @ d ' @u@ 4 @q (2:49)

tak¥e funkceW! jsou getenim linearni soustavy rovnic
AWl =Ci Bj;d; (2.20)

20pit zduraznime koncepéni rozdil mezi funkci _ g (t), sougadnici o a derlvam dq (‘) funkce g (t).
3Pgipomedme, ¥%e obecné (hladké) vektorové pole na TQ ma tvar X = Vi@ @qj + wi @@i kde Vi a Wi jsou

libovoIné (hladké) funkce sougadnic ¢ a d . Pro pole druhého gadu je specialni VI = ¢ .
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kde &L aL L
Aji = - -, Bji = - -, G = g.;

@ @ @y@ @y

jsou funkce na TQ ureené Lagrangeovou funkcf. Vektorova pole X druhého gadu na Q, tedy
tvaru (2.16), kde funkce W! jsou dany vztahem (2.20), nazyvamelagrangeovska vektorova pole

Integralni kaivky pravi takovych poli ureuji dynamiku soustavy v Lagrangeovi formalizmu.

(2.21)

Poznadmka: Vektorové pole X druhého gadu Ize de novat i v eisti geometrické geei vztahem
S(X)= (2.22)

kde S je tzv. vertikalni endomor zmus a  je Liouvillovo pole, co% jsolkkanonicka tenzorova pole
na teéném bandlu TM . Zde S je vertikalni lift > jednotkového tenzoru typu 1, pro nij% plati

@ _ @, @

= = = = =0 I =0: I = dx:
@ Tk S @ 0; S dx 0; S dv dx); (2.23)

S

a je specické vertikalni pole®, které ma v lokalnich sougadnicich tvar

; @
— i .
=V == (2.24)
Aplikaci (2.23) na vektorové pole v obecném tvaru
@ @
— \/i (vl IV
X=V (x,v)—j + W (x,v)—j (2.25)
dostavame @
— /] [yl .
S(X)= VI(x ,v)—]. : (2.26)
Je vidit, %e geometricky vztah (2.22) implikujeV! = Vi, a je tedy ekvivalentni soustavi
dxj . dvj S
Y E — j oy
s v TS WH(x';v'); (2.27)

co¥2 odpovida rovnicim (2.17) a (2.18).

2.4 Geometricka podoba Lagrangeovych rovnic

Nyni mu¥seme pgejit k otazce, jak nalézt zmininé unikatni dyammické vektorové poleX pgisluiné
dané Lagrangeovi funkciL na teeném bandlu TQ. Uka¥eme, e toto pole musi spldovat rovnici

L, = dL; (2.28)

co¥. je geometricky vyjadgenBagrangeova rovnice jeji¥s vyznam si nejprve ozgejmime.

Levou stranu (2.28) tvogi Lieova derivace tzv.Lagrangeovy 1-formy podle nami hledaného
vektorového pole X (které musi byt druhého gadu). Lagrangeova 1-forma je spefini 1-forma na
TQ de novana v lokalnich zobecninych sougadnicich vyrazem

@L, ;.
L @dq'- (2.29)

4Matice A je invertibilni kdy¥% ma nenulovy determinant det A zvany hessian; takovy systém je nedegenerovany.

5Vertikalni lift je procedura, ktera z tenzorovného pole typ u % na M vygeneruje tenzorové pole stejného typu
na TM . Vice informaci Ize nalézt napg. v [3], kapitola 17.5.

6Vertikalnim polem nazyvame takové pole, které ma pouze slo¥ ky @@J—
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Viimnime si, ¥%e tato 1-forma, narozdil od obecné 1-formly ma pouze slo¥ky tvarudg . Striktni
vzato, jedna se o pole 1-forem, které jsou gezem {IT Q).

Dukaz platnosti rovnice (2.28). Uva¥sme Lieovu derivaci Lagrangavy 1-formy podél obecného
vektorového poleX . Aplikaci Leibnizova pravidla dostaneme

@L, . @L
X @dql = L @
Déale vyu¥ijeme vztahl . f X (f) % viz (1.45), a skuteénosti, ¥%&, ad komutuji, viz (1.49),

_d @eL ,, @L, d4 _ d eL ,, @L,,
LXL—a@ dd*@dW‘E@ dq’+@dg'_. (2.31)

Nyni pou%ijeme Lagrangeovy rovnice II. druhu v obvykiém somadnicovém zapisu§; &t = S,
které popisuji dynamiku systému (viz pgednatka OFY003). Dky nim ihned dostavame

@L ;

——dd = dL; 2.32
al d (2.32)
kde v poslednim kroku jsme pou%ili vyraz (1.18) pro diferenél Lagrangeovy funkceL (¢ ; d ). Tim
jsme ovigili platnost vztahu (2.28) reprezentujiciho Lagrangeovy rovnice v eisti geometrické geéi,
tedy jako vztahu mezi geometrickymi objekty na TQ, jen%: je zcela nezavisly na sougadnicich.

L =L

X L

dg + @LLX dg (2.30)

_ @l
LXL_@hdqj-'-

Pgipomedme znovu vyznam rovnice (2.28): pro zadanou Lagrageovu funkci L (uréujici jak
1-formu _, tak 1-formu dL) hleddme takové unikatni vektorové poleX druhého gadu, aby platil
vztah (2.28). Integralni kgivky (t) takového pole X pak uréuji fyzikalni vyvoj daného systému.

llustrace: pohyb éastice v potenciallv (g) v jedné dimenzi
Lagrangeova funkce ma tvar

L=2imdg V(9 (2.33)
a pro Lagrangeovu formu (2.29) tedy plati
. = mgdq: (2.34)
Dale je
dL = V%g+ mqdq: (2.35)
Natim cilem je nyni najit pole
@ @
X=X'=4+x2=; 2.36
takové aby platilo (2.28), pgieem3X * = g a funkci X ?(q;q) hledame. Obecni plati (1.56), tedy
i @ @X i
= ] =1 L= I.
L, X a%x " 1 @x dx'; (2.37)

kde nyni = _,tak¥%e prox%;x2)=(q;Q); =( 1, 2)=(mg;0)je
X1@+ X2@+ @Xl + @%

L = =" =~
L @q @ “eq" “eq
b X
= mX?2+ mq%X; dg+ mq%dq:

"Pgipomedme, ¥e obecnd 1-formana Q@ matvar = qdqgt+ i+ ndg"+ gdgl+ i+ ndg”.
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Porovnanim sdL z vyrazu (2.35) ji% mu¥eme snadno vyjadgit obi slo¥zky hladéo vektorového
pole X, nebo» musi platit

@x 1

X2+ g——= =V
T@q™ m
@*
— =1 (2.39)
a
Proto%eX ! = g, je druh& rovnice identicky splnina a prvni rovnice pgimo uuje X 2:
X1=q;
2 _ 1 0.
Xc= =V~ (2.40)
m
Jako specidlni ilustrace lze uvaiit
volnou éeastici Proto%eV =0; q= x, je
@
X=x—= 2.41
XX (2.41)
a integralni kaivky (t) systému jsou dany diferencialnimi rovnicemi
ax 4 _
at - X=X
dX _ 2 _ Q.
e X<=0; (2.42)
jejich%a integraci dostavame
X = Vp = konst:
X = Vot + Xo: (2.43)
volny pad Potencial je dan vyrazemV (x) = mgx; tak%se pole je dle (2.40) dano
@ @
X =xXx—+g—; 2.44
X 9% (2.44)
z niho¥ déle dostavame diferencidlni vyrazy pro integralnkgivky
ax _ 1 _
a - T X
dX _ 2 _ .
i X2=g; (2.45)
jejich¥s gelenim je
X = gt+ Vo;
X = 3qt% + Vot + Xo: (2.46)



KAPITOLA 2. GEOMETRICKA FORMULACE LAGRANGEOVY MECHANIKY 31

2.5 Teorém Emmy Noetherove
Pgedpokladejme, %e naQ jsou dany:

L Lagrangeova funkce systému

X dynamické vektorové pole generujici tok tx

Z dalti vektorové pole generujici tok ’

Pole Z na TQ odpovida bodové transformacina Q, tedy zobrazenilg ! o% = q*(dg; ).

Bodova transformace naQ je generovana vektorovym polenZq takovym, 3/4eddik = ZX(d), neboli
Zk = %j =0 -

llustrace: translace v osex o vzdalenost je x°= x+ , y°=y. Generatorem této translace je

Zo= = (2.47)

llustrace: rotace kolem poeééatku o Ghel jer®=r,' °="' + . Generatorem této rotace je

Zo = @Q; (2.48)

Vektorové pole Zg = Zk@@k— p¥%ijey naQ, zatimco poleZ je jeho rozligenim na Q. Geometricky
vyznam rozligeni poleZg na Z spoéiva v tom, ¥se zatimco polBq generuje tok  na kon guraeni

varieti Q, pole Z generuje odpovidajici tok ( ; ) na teéném bandlu TQ, kde je pgislutny
push-forward teéného prostoru. o o ' '
To znamend, ¥e integralni kaivky pol@ jsou uréeny @;d) ! (d;d) (), ().
Explicitni vyjadgeni pole Z najdeme nasledujicim zpusobem. Pol&@ musi byt tvaru
_k @ @
Z=2 @+z@. (2.49)
Zadanim Z¥(q'), co% jsou slo¥zkg o, jsou slo¥akyZX ji%s jednoznaéni uréeny. Musi toti% platit
d @
k- Yok - €2 .
Z5 = dtZ g (t) @hg_, (2.50)

kde d (t) je sougadnicové vyjadgeni libovolné kaivky uréujici tegrvektor v 2 T, Q se slo¥akamif .
(Vyraz (2.51) odpovida transformaci (1.35) slo¥ek vektoryppomoci zobrazeni push-forward.) Pro
Z tedy dostavame

-7 @, @, @

o’ eular (2.51)

Nyni ji¥% mu¥.eme teorém Emmy Noetherové formulovat, a to n&slujicim zpusobem:
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Teorém:  Jestli%se se hodnota Lagrangeovy funkde nemini podél kgivekZ, neboli

L,L=0; (2.52)

259

ma stale stejnou hodnotu podél kgivekX (tedy pgi vyvoji systému), tj. plati

pak funkce g dana vztahem

L,g=0; (2.54)

co¥ odpovida de niciintegralu pohybu

Abychom mohli ukézat platnost vysloveného teorému, doka¥mee nejprve pomocné tvrzeni:

Lemma: Plati, 3%e
h ;[Z;X]i =0: (2.55)

Dukaz lemmatu: Pgipomeome, ¥e vektorova polké a Z jsou, viz (2.16) a (2.51),

X=d @C? + W/ %
7 = zk@?( %qu_@@i( (2.56)

Také si uvidomme, %e zde mu¥seme vynechat vtechny éleny tva&. Opravdu: proto¥%e | dd,
viz de nice (2.29), plati

h, ;—i=0; (2.57)
tak¥.e eleny tvaru% jsou v ramci tohoto dikazu déle irelevantni. Poéitejme nynikomutator®

@ @z @ @ @ @ @t @.
Z:X] ZX Xz zZ"= @ + d —— W=

12:X] @ ela@ ‘aar " aar
Ve vyrazu (2.58) se nevyskytuji eleny obsahujici druhé deviace, nebo» se v komutatoru navzajem
odeétou. Opravdu, obecni plati, ¥%e

(2.58)

@ @ @ @ @ @_ @@ @ @ @ a@
a—b— b—a_—=a_——+ab_—— b_—— ba 2.59
“e’e! ‘e’e "e'e ‘ee Yee "ex e Y
a eleny s druhou derivaci (2. a 4. elen) se tedy odeetou. _
Vyraz (2.58) mu¥eme dale upravit, uvidomime-Ii si, %% =0, %}Jr = ja %l,k = 0, proto¥se

ZX(d). Je tedy
@z, @ ,@% @
Z; X —q = - 2.60
21 “gylar T egar (2:60)
Nyni ji%2 staéi jen pgeznaéit séitaci indgxv druhém élenu zal a ihned vidime, %eZ; X] 0. Jak
jsme tedy ukazali, komutator [Z; X] ma obecni jenom komponenty@%, a v dusledku (2.57) musi

platit h ;[Z;X]i = 0, éim¥% je dukaz lemmatu dokonéen.

8Pravi kvuli vynechani nikterych élent, které po zu¥%eni s . Vvypadnou, piteme znaménko misto =.
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Dukaz teorému Emmy Noetherové: Koneeni mu¥eme elegantni s vyu¥aitim pravi dokdzaného
lemmatu ukazat platnost teorému, nebo» u3itim (1.48), Lagngeovych rovnic (2.28) a (1.51) je

L,g=Lh ;Zi=h ;Zi+h ;L,Zi=

= hdL;Zi+h_;[X;Z]i= Z(L)+0 L ,L=0: (2.61)

llustrace: invariance L vuéi translaci. Generator translace je (2.47), tedy

@
Zg= —=1: 2.62
QT & (2.62)
Napgiklad Lagrangeova funkce

L=3m(x2+y?) V(y) (2.63)

je vuéi ni zgejmi invariantni, takse plati

—h -7i= L@

g=h_;Zi = mxdx + mldy,@l = mx: (2.64)

Rovnice (2.54) v tomto pgipadi vyjadgujezakon zachovani hybnosti

llustrace: invariance L vueéi rotaci. Generator rotace je (2.48), tedy

@

Zo= —=12: 2.65
e 3 (2.65)

Napgiklad pro Lagrangeovu funkci tvaru
L=2m(r2+r2 V() (2.66)

dostavame
— L7 = 2 1 @ — 21

g=h_;Zi = tmrdr + mr='_d" @—mr L (2.67)

tedy teorém Emmy Noetherové implikuje zachovani momentu hybnosti
Je ilustrativni podivat se na tuté¥s situaci také z pohledu keaézskych sougadnic. V nich je
generator rotacex®= xcos  ysin ,y°= xsin + ycos dan

@ @
Zo = X— —; 2.68
g Y& (2.68)
tak¥seZ ji¥a nema stejny tvar jakoZq:
@ @ @ @
Z=X— — + X—= — 2.69
a ‘& ‘g Y& (2.69)
Odtud pro L = im x?+y?  V(xy) dostavame
g= h_;Zi = mxdx + mydy;Zi = m(xy_ yx); (2.70)

co¥: je opit zakon zachovani momentu hybnosti, nyni oviem vgidgeny v kartézskych sougadnicich.



Kapitola 3

Geometricka formulace
Hamiltonovy mechaniky

V této kapitole zjistime, ¥%e pgechod od Lagrangeovy k Hamihovi formulaci mechaniky geome-

tricky odpovida Legendreovi duélni transformaci mezi teérym bandlem TQ a koteénym bandlem

T Q kon guraéni variety Q. Poté uka¥seme, %e pgirozenou arénou Hamiltonovy mecharnijazovy

prostor, ktery je vybaven symplektickou strukturou, to znamena, %e na nim existuje symplekticka
2-forma ! . Hamiltonovy rovnice maji tvar i, ! = dH, co¥% je geometrickd rovnice pro hamilto-
novské vektorové poleX, jeho% integralni kaivky (t) uréuji vyvoj systému ve fazovém prostoru.

Uka¥.eme také geometricky vyznam Poissonovych zavorek a larickych transformaci.

3.1 Legendreova dualni transformace

Velmi struéni geéeno, z geometrického hlediska mu¥seme ohbésadni pgistupy k mechanice |
Lagrangelv a Hamiltonuv | shrnout takto:

Lagrange: kliéova je funkceL na TQ, co¥ je teény bandl varietyQ,

Hamilton: klieéova je funkceH na T Q, co%a je koteény bandl varietyQ.
Oba fibrované prostory TQ a T Q jsou dobré nosiée dynamiky, neboseparuji trajektorie vyvoje,
to znamena, ¥se ka¥adym jejich bodem prochazi pravi jedna kkavwwyvoje (t).

Pgechodd_! p;, jak ho zndme z klasickych uéebnic teoretické mechaniky, mé pouha yzmina
sougadnicy na teéném bandlu @, ale je to (lokalni sougadnicova) reprezentace zobrazeni

TQ! TQ; (3.1)

tedy identi kace vektoru v v bodi P (se slo¥kamij ) s odpovidajici 1-formou v tomté¥% bodiP
(se slo¥zkamp; ).
Obecniji: zdmina L $ H odpovida zobrazeni Q@ $ T Q identi kujici ¢ $ p, pomoci vztahu

= ——: (3.2)

34
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Schematicky tedy plati
R R
"L "H
(d:d)=22 TQ ! TQ 3Z =(d;p)
&

(d)=P2Q

Vztah L(d;d) $ H(d;p) je pgitom explicitni dan zndmym vyrazem (viz OFY003)

H(d;p) pd(d:p) Ed:p); (3-3)
kde B(d/ ; p;) je funkce L(d';d'), v ni% je dosazend (¢ ;p;) inverzi p; = %}:, viz (3.2).
Geometricky nazornd interpretace vztahu mezi LaH

Pro jednoduchost uva¥%ujme jen dimenznh = 1 a potlaéme psaniq (budeme viak i nadale psat
parcialni derivace).

Mijme tedy libovolnou funkci L(v) a po vzoru (3.3) zaveime novou funkci

H(p) = pv(p) L(v(p) ; (3.4)
kde aL
p(v) = av (3.5)

Lagrangeuv a Hamiltonuv popis je pak ekvivalentni vyjadgemntého%s grafu, viz obrazek 3.1,
bui dvojici (v;L) (vodorovna osa, svisla osa),

nebo dvojici (p;H) (psmirnice teenyy, p absolutni elen teenyy).

Opravdu: obecna pgimka je tvaruy = kx + @, zde tedy L(vo) = povo H (po), neboli H(po) =
Povo L(Vvo). Funkce L (V) je proto obalova kgivka teeemparametrizovanych dvojici (p; H (p)).

Funkce L (v) a H (p) jsou ekvivalentni, nebo» naopak plati

L(v) = p(v)v. H(p(V)) : (3.6)
Opravdu, z (3.4) plyne
EAORE M = @)
Proto¥%e ale2t = p, dostavame
v(p) = @_I : (3.8)
@p

Poznamky:
pgechodL $ H dany vztahem (3.4) funguje dobge, dokud se v grafu neobjevihiexni bod;
je tedy regularni jen v bodech, kde%\‘f: % 60

obecni Ize Legendreovu transformaci (3.3) uit pokud je hegn det @J@f('él 6 0, viz také
geleni rovnice (2.20)
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v

absolutni
clen:

— H(po) ’

Obrazek 3.1: Nazorna ilustrace vztahu mezL a H.

Dal'i dusledky Legendreovy duality:

Legendreovym obrazem Lagrangeovy 1-formy, de nované na TQ (pgesniji , 2 T (T Q)) vzta-
hem (2.29), tedy

@L, ;.
L @dqj ; (3.9)
je vyznamnd Cartanova 1-forma :

De nice: kanonicka Cartanova 1-forma , na T Q (pgesniji , 2 T (T Q)) je de novana vzta-
hem

.= pdd: (3.10)
Jeji geometricka dule¥itost spoeiva v tom, ¥ae

existuje globalni na celém TQ
nezavisi na konkrétni funkciL

je jednoznaéni a pgirozeni uréena fibrovanou strukturou kteéného bandlu TQ

Podobni Ize Legendreovu dualitu aplikovat i na integralni kaivky dynamickéko vektorového pole
X (;’—t uréuji vyvoj daného systému. V Lagrangeovi formalismu na TQ je
@ @
XL=d—+W(;d)—; (3.11)
T @ @l
kde Wi (q';d) je kontrétni (obvykle sloita) funkce dand Lagrangeovympohybovymi rovnicemi
viz (2.20). Naproti tomu ve formalismu Hamiltonovi na T Q plati

_dd @ dp @ .
Xy = it @ + at @ (3.12)
kde % a dstn jsou ureeny Hamiltonovymi kanonickymi rovnicemi % = @—;' a dit’ = @—g', tedy
@QH@ @HQ@
Xy = =—— ——: 3.13
" @p@ @U@y (3139

Na T Q je proto vyvoj systému uréen trajektoriemi (¢f (t); pj (t)), co% jsou integralni kgivky pgiro-
zeného vektorového poleXy = ( g—;; g—g').
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3.2 Jednotné sougadnice na T Q a symplekticka matice

Je vyhodné zavéstjednotné znaeeni lokalnich sougadnioa koteeném bandlu TQ dimenze
vztahem

(Y2 2" 22y (g p i pn); (3.14)
tedy
2 =d;
Z2*"=p;  j=1;:5n: (3.15)

Prvnich n parametru pgedstavuje zobecniné sougadnice, zatimco draim-tice parametru jsou
odpovidajici kanonicky sdru¥ené hybnosti. Potom je mo¥snéhiiltonovy kanonické rovnice pgepsat
do podoby

_ _@H | e .
zZ = @z =1;::; n; (3.16)
_ _@H e .
z = @z =n+1;:::; 2n: (3.17)
Oba vyrazy jsou stejné a¥% na znaménka. Nabizi se proto zavést. symplektickou matici!  typu
2n  2n, jeji% prvky jsou 0, +1 nebo -1 dle pblokovéhoy pgedpisu
0 1
0 ::: 0 1 ::: 0
0 -l 0 0 O 1
| =
I 0 1 0 0 0o & (3.18)
O ::x'1 0 ::: O
kde | je jednotkova matice typu n n, I =diag(l;:::;1). Inverzni matice k! je zjevni
0 |
| = .
: 10 (3.19)
nebo»! ! = | neboli
0 -l ol _ 10
I 0 -0 01 (3.20)
Je vidit, %e obi matice! a!  jsou antisymetrické,

a ¥se jsou navzajem transponované.

U%itim jednotnych sougadnic a symplektické matice majHamiltonovy kanonické rovnice (3.16),
(3.17) na T Q jednotny tvar

@H
| =
L z= gy (3.22)
neboli naopak
@H
=1 = -
z=! &7 (3.23)
Snadno se pgesvideime, ¥e napgikladg 1 ) =n+1,tedy z = z"*1 = py, tak3e
_ @H _ @H

.12_—@ , 91—@ atd.
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Podobni Ize pomoci symplektické matice vyjadgit:

dynamické vektorové pole(3.12), (3.13)

@ @H @
Xy=2 —=1 ———— 3.24
H=Z g @z @ (3.24)
Poissonovu zavorkuff;gg  2r &9 S 29
Lao @f @g
ff,gg= ;' @z (3.25)

Speciélni prof = z ag= z dostavdmefundamentalni Poissonovy zavorkyj.

fz ;zg=1! ; (3.26)

neboli v obvyklych kanonicky sdru¥enych prominnych

fd;dg=0; fd:pg= L
foipg=0;  fp;dg= [ (3.27)

3.3 Geometrickd podoba Hamiltonovych rovnic

Nyni postoupime dale v geometrické formulaci Hamiltonovy nechaniky. Ukazuje se toti%4, e sym-
plektickou matici ! = ? OI Ize chapat jako sougadnicové slo¥sky symplektické 2-fornhy
na koteeném bandlu TQ. Pravi tato symplekticka forma ! tvogi centralni geometricky pojem

hamiltonovského pgistupu. (Zavedeni obecnych 2-forem je kapitole 1.7.)

De nice: symplekticka formaje 2-forma! , ktera je

uzavgena od! =0

nedegenerovana::: i,! =0, X =0

Pgenasobenim obou stran Hamiltonovych kanonickych rovni¢3.22) bazovou 1-formoudz a
vyseitanim pges dostavame vztah

_ @M,
= @Z Z ’
kde!  jsou slo¥ky 2-formy! , viz (1.65), a z jsou slo¥:ky dynamického vektorového pol&X

pgislutejicihoH, viz (3.24). Jak je vidit z (1.70) a (1.71), cela leva strana alpovida 1-formi, je%
vznika vlo¥enim dynamického vektorového polX do symplektické 2-formy ! . Prava strana je
1-forma dH, tedy diferencial Hamiltonovy funkce. Vztah (3.28) vyjadauje vztah mezi 1-formami,
ktery mu¥aeme oprostit od konkrétnich sougadnic na Q.

Hamiltonovy kanonické rovnice v eisti geometrické geéi ted maji velmi elegantni tvar

629

Vyjadgeno slovy, vyvoj systému je uréen integralnimi kaivami takového vektorového poleX,
které vlo¥senim do symplektické 2-formy dé& pravi diferencial dané Hamiltonovy funkce.

I zdz (3.28)
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3.4 Fazovy prostor coby symplekticka varieta

Nyni je kliéové si uvidomit, ¥%e na fazovém prostorbije symplekticka forma! pgirozeni de novana,

a to vztahem
@20

kde |, je kanonické Cartanova forma, zavedena vyrazem (3.10). EXfitni v sougadnicich na T Q
tedy plati

. = pj dg (3.31)

! =dp " dd (3.32)

Ovigeni:
uzavgenost plyne pgimo z (3.30) a vlastnosti (1.82)d! =d(d ,)=d? , 0
z de nice vnijti derivace 1-formy plyne ! =d , = d(pjdg) dp ~ dd

ve slo¥zkach je (3.31) explicitni

I =dpAdgt+ i+ dp,2dq" = dgt”rdpr i dg A dps =

= dzt~rdz"t o dz" A dz? (3.33)

o - _ P L. _ 0
tak¥se srovnanim s (1.77), neboli = _ ! dz ~ dz , dostdvame! = | o
co¥. je pravi symplekticka matice (3.18).
proto¥se

det(! )= det ? (')' -160: (3.34)

inverzni matice!  existuje, a proto je 2-forma! nedegenerovana

Forma (3.30), tedy explicitni (3.32), je tudi¥ opravdu symgekticka.

Symplektickéd forma ! je dule¥itd pgedeviim tim, ¥envertuje vektory na 1-formy.
Nech» jeX vektor a je jemu pgigazena 1-forma, pak Ize symbolicky psat:

1L

x
N N
T, M T, M

kde jsme oznaéiff zobrazeni z vektoru do 1-forem jakd [, a naopak zobrazeni z 1-forem do vektoru
jako !' 1, tedy
e xr FIXY 1 (X)) ! (3.35)
1l I X X=110); (3.36)

kde !l je inverzni k! [. Vztah mezi X a je paitom jednoznaény diky nedegenerovanosti.

1Pod fazovym prostorem zde rozumime koteény bandl T Q. Pozdiji ale uka¥%eme (viz kapitola 3.8 vinovana
kanonickym transformacim), %e speci ckou fibrovanou stru kturu T Q lze ve skuteénosti ignorovat, a proto ji% na
tomto misti zavadime obecnijli pojem fazového prostoru.

27naéeni odpovida bi¥ané hudebni notaci: pbééko [y sni%auje tony, zatimco pkai¥ek]y tony zvyluje, co¥ je analo-
gické tomu, %e slo¥iky vektoru, které maji horni indexy, pgechazeji na slo¥sky 1-forem, které piteme s indexy dole,
viz (3.38), (3.39).
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Plati tedy:
slo¥enl [ a!l je identita:
t ] =identita= 171 [ (3.37)
ve slo¥zkach plati
=! X (3.38)
X =1 (3.39)

specielni na T Q s pgirozenymi sougadnicemi ; p;) mame

@

@ [ dp (3.40)
@(?,- It L dd (3.41)
Diky této symbolice mi¥eme Hamiltonovy kanonické rovnice329) i, ! = dH pgepsat do podoby
I (X)=dH ; (3.42)

neboli
X =1 I(dH): (3.43)

To je explicitni vyraz pro dynamické vektorové poleX, které jednoznaéni ureuje vyvoj systému
pro danou Hamiltonovu funkci H .

Obecni se pomoci symplektické formy! zavadi tzv. hamiltonovské vektorové pole, které je pgiga-
zenolibovolné funkci f na fazovém prostoru.

De nice: hamiltonovské vektorové poleXs vuei dynamické prominné f je takova pole, ¥e

i, ! = df; (3.44)

neboli
X¢ =1 1(df) ; (3.45)

neboli
L (;X¢)= df: (3.46)

Pgigazeni vektorového pol¥; funkci f je jednoznaéné. Zdaleka ne ka%.dé pole je ale hamiltonovské.

3.5 Poissonovy zavorky geometricky

Symplekticka forma ! je Gzce svazana s Poissonovymi zavorkami, nebo»
geometricka podoba Poissonovych zavorgk

[Ffigg=! XgiX)|= ! (XiiXg); (3.47)

kde Xg4 je Hamiltonovské pole vuéig, zatim co X; je Hamiltonovské pole vueéif .

Dukaz: Nech» dle (3.44)
Xg=11dg); X =1l1(df); (3.48)
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neboli ve slo¥kach, viz (3.39),

@g @f
=1 - =1 -
Xg =! @z’ X; = @z’ (3.49)
Pak s vyu%iitim (3.25)
@f  @g_ @f @g
| . =1 =1 | — 1 — Y= —_1 — = . .
P(XgsXe)=1 XgXp =1 ! @: @z @z @z f f;09: (3.50)
Z geometrické de nice (3.47) okam%aiti pro Poissonovy zavdy plyne
antisymetrie
bilinearita
z uzavgenosti symplektické formy ¢! = 0) plyne také Jacobiho identita
tak¥e struktura Poissonovych zavorek ; g tvogi Lieovu algebru na symplektické varieti.
Navic plati tyto vztahy:
ffgg="! (Xg;Xs) =i, ! (i X¢)=1,, (df) hdf; Xgi = X¢f =L, f; (3.51)
tedy
ff.gg= L, f; fg;fg=1,,9; (3.52)
tak¥se
L,f=1L,0 (3.53)

3.6 Hamiltonovska verze teorému Emmy Noetherové

V kapitole 2.5 jsme odvodili lagrangeovskou formulaci teoému Noetherové. Struéni geéeno, pokud
L,L=0,pak L, g=0, kde g= h_;Zi. Jinymi slovy, veliéina g je v takovém pgipadi integralem
pohybu, proto¥e se nemini podél integralnich kaivek dynamkého vektorového poleX .

Hamiltonova verze teorému Emmy Noetherové je mnohem eleganijli a zni:

L,H=0 , L, g=0 (3.54)

Dukaz: Staéi jen aplikovat identitu (3.53) pro f = H, tedy 0 = L,H=1L,,9

Pgiklady:

1. g= py, neboli hybnost, tak¥:e s pomoci (3.40) a (3.45)y ! 1(dp1) = &, tedy Xp, = &,
co¥%: generuje translaci ve smiraf,

L,H=0 , L, p=0:

Je-li tedy H invariantni vueéi translaci ve smiru g, zachovava se pgislutna slo¥:ka hybnosti
p. vuUei translaci.

2. 9= pqt  p10f?, co¥% je slo¥ska momentu hybnosti, tak¥se

ZQ + 1@ Q + g :

ar "ef e Ta
kde prvni dva eleny generuji rotaci v prostoru a druhé dva élay generuji odpovidajici rotaci
v hybnostech | srovnej s vyrazem (2.69). Invariance H vuéi rotaci tedy odpovida zakonu

zachovani momentu hybnosti.

Xg=11(qtdp, ¢?dp:+ pdgt pidg®) = g q
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3.7 Invariance symplektické formy

Pro ka¥sdé hamiltonovské pol&y viéi g plati

L.} =0: (3.55)
Speciélni plati L,! = 0 pro dynamické vektorové pole X odpovidajici Hamiltonovi funkci H.
Jinymi slovy symplekticka forma! se pgi vyvoji systému pneminiy
Dukaz: Provedeme snadno pomocCartanovy identity, podle ni% platL, =i, d+di,, viz (1.85).
Jetedy L, d! +di, ! =0+ ddg= d?g=0, kde jsme u¥ili faktu 3/4e symplekticka forma

I je uzavgena (nebolnl| = 0) a de nice hamiltonovského pole (3.44).

3.8 Kanonické transformace geometricky

Vuéi kanonickym transformacim je symplektica forma! invariantni. Konkrétni

De nice: kanonicka transformaceje takova zmina sougadnicZ (z ) na fazového prostoru, ktera
zachovava kanonicky tvar symplektické formy ! , tedy jeji slo¥sky! ve starych sougadnicich
-1
I 0o

z  (d;p) i v novych sougadnicichz (Q';P;) jsou dany symplektickou matici

kde! = ! dz ~dz = 3! dz ~dzZ .

Konkrétni tedy:
| =dp ~dg ::: vpavodnich sougadnicich
# kanonick4 transformace

I =dP; ~dQ ::: v novych sougadnicich

Specialni pron =1 mame Q(q; p, P(q; p, tak¥e

@P @P @% @%
I =dP"*dQ= —dg+ —dp " + —
© ed’ \ o 7 @ @ph
@rag, A @Q@P @P@Q
= —— dp= dpnd 3.56
@r@q " @q@p "= @e@p @qep P11 GO
Aby transformace byla kanonicka, élen @9Q@P  @PQAQ s tedy byt roven 1, co% je znama

@q@p @q @
podminka f Q; Pg=1 znama z klasického kurzu teoretické mechaniky (OFY003).

Generujici funkce kanonické transformace

Ka¥uda (lokalni) kanonicka transformace odpovida jisté (Ikélni) funkci F na fazovém prostoru.
Pgipomedme, %.e v kanonickych sougadnicich je kanonicka aaova forma

o = pdd (3.57)

Aplikaci vnijti derivace d dostavamed , = dp; * dg = !, co% je symplektica forma. Uva¥aujme
nyni jinou kanonickou Cartanovu formu

.= P dQ (3.58)
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v sougadnicich Q' ; P;), které jsous (d ; p;) na fazovém prostoru spojeny kanonickou transformaci.
Zjevni plati d , = dP; ~ dQ! = !, tak¥%e odeétenim dostavame

d( , ,)=0: (3.59)

1

Forma( , ,)jetedy uzavgen, neboli 1-forma pdg P;dQ je uzaveena. Nyni pou¥sijeme
Poincarého lemma: Pro uzavgenou 1-formu lokélni existuje funkce F takova, ¥%e = dF.

Dusledek: Pro danou kanonickou transformaci existuje na ka¥dém okol) fazového prostoru
lokalni funkce F, zvana generujici funkce takova, %e

pdd P;dQ = dF: (3.60)
Odtud Ize snadno ukazat, %e plati
. O
pd PQ= o (3.61)

Dukaz: Vyjdeme ze vztahu (3.60), pgieem¥ vime, Q&= Q'(d ; pj), tedy

pdd P dq' @Q P —dq‘ —pd j (3.62)
Porovnanim levé a pravé strany této rovnice dostaneme
@F_ ,@Q, =~ @F @0
ET P —= o +p @p P; @p (3.63)
Nyni dosadime tyto vyrazy do 4%,
dF  @F,, @F _ @0 _ . @0
a @y @p* BT @p“L
—od P 292492 -4 pa:
=pd P @y @P pd  PQ:

Generujici funkce typu 1 a% 4

Generuijici funkei F Ize vyjadeit v libovolnych lokalnich sougadnicich na ka¥d€okoli U fazového
prostoru, tedy F (¢ ; pj ). Pgedpokladejme nyni, %e bodyWd Ize jednoznaéni speci kovatkombinaci
starych a novych sougadnicO takovych kanonickych transformacich gikdme, e jsou typl a¥% 4:

1 2 3 4
(@;Q (a;P) (p;Q) (p;P)

kanonicka transformace typul: funkce Ize vyjadgit pomoci ¢ ; Q)
Ze vztahu (3.60) plyne

CLN T
799" &0

kde FO (g ; Q)= F(d;pi(d ;Q)). Porovnanim levé a pravé strany dostavame

dqQ' ;

pdd P dQ =dF®(d;Q)=

) )
TN -T0)

P =gy TR (3.64)
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kanonicka transformace typu2: funkce lIze vyjadgit pomoci ¢ ; P;)
Zaveime funkci F@ (d;P;) = F(d;pi(d;P;))+ P;Q (d;Pi). Ze vztahu (3.60) pak plyne

pdd  PdQ = d(F® PQ)=drF® (dr)Q PdQ

tedy
. . @ . O
) J . = .-
pdd + Q dP; aq dg + ar dp; ;
Porovnanim élenu v pgedchozim vyrazu dostavame
@ @
= — = : 3.65

Podobni odvodime vyrazy pro kanonické transformace typu 3 esp. 4 u%itimF(3)(pj Q) =
F(d(P:Q)ip) md(pi;Q")resp. F@ (p;P)= F(d (piiPi)ip) + PiQ(pisP)  pid (pisPy).
3.9 Liouvilleova vita

Je zajimavé, ¥%e objem oblasti vymezené ve fazovém prostorumisobenim toku popisujiciho vyvoj
hamiltonovského systému nemini. Konkrétni, nech»

R je oblast fazového prostoru (dim = 2n)
pgi dynamickém vyvoji jsou body zR zobrazeny tokem ¥ do oblasti R(t)
pak objem R (t) je stejny jako objem R

Jak poéitat (elementarni) objem na varieti?

objem vR? uréeny dvima vektory x; a x; je

1 .
V(X1;X2) = | X1 Xoj =det N I i xixh (3.66)
1 2
objem vR® uréeny tgemi vektoryxy, X», X3 je
1
xi x3 xi .
V(X1;X2;X3;) = X1 (X2 x3)=det @ x§ x5 x5 A = "j xixbxk (3.67)
x3 x3 x3
1 X3 X3
objem vR" uréeny n vektory xi;:::;Xn je analogicky
V(X1;11Xn) = Mk XpooixK (3.68)
Obecni v(x1;:::;Xn) je tzv. objemova funkcetedy zobrazeniv ::: V! R, které je

{ linearni
{ antisymetrické
{ nedegenerované
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elementarni objemovy elemenha fazovém prostoru je 2-forma.

Specalni: kanonicky objemovy elemenf{Liouvilleova 2n-forma) je de novan

1, aoay = 1) nn,
vooSEAial = St (3.69)

kde ! je symplekticka 2-forma. Explicitni v sougadnicich mame

‘v: dpr A dot A dpa A dg? ™ ii: M dpy A dg:

(3.70)

Dukaz: Napg. pron=2je ! = dp;”~ dqgt+ dp, " dof, tak¥se

v=210 ~1)= I[(dp A dgt+ dp A dg?) A (dpy A dgt + dpp A do?)]
= [dpy A dgt~ dp d? + dp2 A do? A dpy A dgl] = dpy A dgt ~ dpz N d P

Diferencialni tvar Liouvilleovy vity:

Kanonicky objemovy elementv je invariantni vuei hamiltonovskym tokum, neboli
v =0: (3.71)

Dukaz:
V:L il!/\n:i|/\(n l)/\LX!:O; (372)

nebo» dle (3.55) je
L,! =0: (3.73)



Dodatek A

Dalli vlastnosti teeného bandlu TQ

V tomto dodatku! uka¥eme, jak regularni Lagrangeova funkck umo¥ouje zavéssymplektic-
kou strukturu na TQ. Existence symplekticé formy! tak neni doménou jen phamiltonovskéhoy
koteéného bandlu TQ, ale také plagrangeovskéhoy teéného bandiu@.

A.1 Symplekticka struktura na TQ
Nejprve de nujeme nikolik dule¥itych pojmu.

De nice: Lagrangeova 1-forma , je 1-forma na TQ de novand v lokalnich zobecninych sougad-
nicich vztahem (2.29), tedy

= @dq: (A.1)

De nice: Lagrangeova 2-forma! | je 2-forma de novand jako

@L . @L . . .
! d, = —dg ~d ——ddg ~dd; A.2
c0¥ Ize pomoci pblokovéhoy pgepisu v sougadnicové bazir@rovyjadgit nasledujicim zpusobem
0 1
@L
0 @aar
@L
@ @

@L 0
! = @qa@ A.3
(') 0 0 (A-3)

@L :
@ @ '
0 0

Uka¥eme nyni, %e Lagrangeova 2-forrha je symplekticka, tedy uzavgena a neegenerovana.
Uzavgenost Lagrangeovy 2-formy je vidit pgimo z de nice (A2) u%aitim (1.82),

d =d?, o (A.4)
Podminkou jeji nedegenerovanosti je regularita Lagrangesqy funkce. Ka¥sdou 2-formu Ize toti3 ve
slo¥skach zapsat jako X
Il =21 du ~du = I du ~du ; (A.5)

<

1Jeho text vychazi z bakalagské prace F. ©trupla (MFF UK, 2006 ).
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pgitem¥du ~ du tvogi bazi viech 2-forem, zdedu jsou bui dg nebodg. Podminkou pro
nedegenerovanost 2-formy zapsané ve tvaru (A.5) je pak exisnce inverzni matice! , co¥% je
ekvivalentni podmince

det(! )60: (A.6)
Zavedenim jednotného znaéeni lokalnich sougadnic na teénéandlu TQ dimenze 4 vztahem
(ul;coou™u™t o) (gt dhiin ), (A7)
tedy , _ . .
w=d; u'"=¢ pro j=1;:::;m; (A.8)
Ize pak z (A.3) ji%. snadno ukazat, ¥e podminka (A.6) odpoviddatnosti
det% 60; (A.9)

co¥ je podle pgedpokladu o regulariti splnino.

Shrnuti:  Je vidit, %e pro regularni Lagrangeovu funkci je Lagrangeav2-forma! | symplekticka
forma na teéném bandlu kon guraéni variety TQ a éini tak z TQ symplektickou varietu.

A.2 Hamiltonovska dynamika na TQ

Nyni explicitni ukd¥%eme, ¥e symplekticka struktura na teégm bandlu TQ kon guraéni variety
pgimo implikuje existenci hamiltonovské dynamiky na TQ. Jedna se pgitom pravi o dynamiku
danou Lagrangeovymi rovnicemi.

Chceme-li na varietu TQ, o které ji% vime, %e je diky Lagrangeovi 2-formi | nosiéem sym-
plektické struktury, zavést dynamiku, mu¥eme na T zavést tzv. hamiltonovské pole.

De nice: hamiltonovskym vektorovym polemX odpovidajicim libovolné funkci f na varieti Q
je myileno vektorové pole sploujici de niéni vztah (srovng s (3.44))

i, 1, = df: (A.10)

X f

Vybirem vhodné generujici funkcef =~ H mu¥eme ziskahamiltonovsky systém(TQ;! | ;H).
Funkci H generujici easovy vyvoj systému pak nazyvaméamiltonian.

Ukazuje se navic, ¥%e vhodnou volbou funkdd ziskame dynamiku hamiltonovského systému
odpovidajici dynamice generované Lagrangeovymi rovnicen2. druhu.

De nice: Mame-li na TQ danu Lagrangeovu funkciL : TQ! R, pak de nujeme funkci E, , které
gikdmeenergie odpovidajici Lagrangeovi funkgivztahem

CLY
@

Funkce E| v jisttm smyslu souvisi s pgislulnym hamiltonianemH, nebo» integralni kagivky
dynamického pole pgislutejiciho funkcE (tj. odpovidajici Lagrangeovym rovnicim 2. druhu) se
po projekci na kon guraéni varietu Q shoduji s projekcemi kgivek odpovidajicich Hamiltonovym
rovnicim v Hamiltonovi formalismu na fazové varieti T Q.

= L: (A.11)

Tvrzeni: Lagrangeovo vektorové poleX, viz (2.16), pgislutejici dané Lagrangeovi funkcilL
(tj. dynamické vektorové pole udavajici vyvoj systému) mud spldovat rovnici

i, 'L =dE.: (A12)

XL
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Dukaz: Pro diferencial energiedE, odpovidajici Lagrangeovi funkci zgejmi podle (A.11) plati

oL dq Q.Lolqi +d @dq‘
@uay. @y Qo
proto¥se dva éleny se navzajem kompenzuji.
Nyni budeme naopak poéitat levou stranu rovnice (A.12), tj. vio¥eni vektorového pole | do
symplektické Lagrangeovy 2-formy! | . Kombinaci vztahu (2.16), (2.20) a (2.21) dostavame pro
vektorové pole X | zapsané ve slo¥kach vyraz

dE_ = ¢ (A.13)

_ @, @é. 'eL @@L ., @

+

=0 ex" @a ey es@t ar

(A.14)

1
kde @i@% vyznaeuje inverzni matici. Vyjadgeni Lagrangeovy 2-formyve slo¥.kéch udava
vztah (A.2). Pgipomeome dale, ¥e operace vlo¥seni do 2-forjeyle novana vztahem (1.76)

LN )=0 2 )0X)= () Xy () (X) (A.15)
kde ~ je 2-forma vznikla z 1-forem resp. . Plati pgitom, %e
X)= jxI: (A.16)
Ve slo¥skach Ize operaci vio¥eni do 2-formy vyjadgit jako
i,! =(@0,!) du; (A.17)

kde
i,!') =! X : (A.18)

Abychom vypoéet i, ! | zjednodutili a zpgehlednili, vyu¥zijeme nejprve linearityoperace vlo-
Yseni do 2-formy. Dostavame tedy

i =i P s (A.19)
kde jsme oznaeili
w_. @@L .o
L= @Gl dg ~ dd; (A.20)
@ = Ol yinag: A.21
L @@ q d ( )
Déle oznaéime také jednotlivé éleny vektorového pole |
@
X® = gk@; (A.22)
1
L @L @L @
o - @ ol m @, A.23
U @@ en en@l aF 29
tak3.e plati
X = XD+ x9: (A.24)

Operaci vlo%eni Lagrangeova vektorového pole do Lagranggo2-formy tak nyni mueme ro-
zepsat na souéet étyg élenu

. . 1) ; .
! = ¢ + + + !
b o=t !l c @bl R A PSR (A.25)
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Pro jednotlivé eleny pak snadno u%aitim vztahu (A.15) a (A.16 dostaneme

w_ _GL ,@y aL
XL @ ! L - @t@_q_ @lf]dq @q@ @hdqJ (A26)

o, w. L @ ' eL @L ,
el " owal @@ @y ewal @

dqg (A.27)

+ _@L  _@L ' oL _@L q" @dqi'
@@ ara@ @4 @q@ ™ @ "’
. 6L @ @L @b ;.
IxL(l) ! L @@Lq_ @ﬁdq @@q_ @hdqj_, (A28)
. @@L @é. ' e. @é. ., a
Lo'U " Ga e oy eval e f (A.29)
@ @@L ' eL a@L @y
|

dg:

Dale si staei uvidomit, %e plati

@y_ | @ _ | @y @
i — = — =0; — =0; A.30
@ ' @ ' a @y (430
tak3ae vztahy (A.26) a% (A.29) pro jednotlivé operace vlio¥iese redukuji na
. @ _ @L @L
o'l = Q‘Ld ' @q@qdd (A.31)
ool L = o; (A.32)
- @_ @L
L'l = @@idi, (A.33)
. ,e. @L @L .,
Lot @q @ﬁ@iq' dqg: (A.34)
Nakonec dosadime zpit do vzorce (A.25), pgeznaéime nikterggitaci indexy a tim dostaneme
. G . @L G ;
i, 1= —— _dq —d qd; A.35
Hd @l o T g it (-39

co¥ je podle (A.13) rovno pravidE, .

Poznamka: Jestli%se Lagrangeovo vektorové pol¥ | existuje, mu¥seme de novat konzistentni po-
hybové rovnice druhého gadu. Obecni viak toto pole existovanemusi a ani nemusi byt jedno-
znaéné. Podminkou jednoznaéné existence vektorového po¥e. je pravi regularita Lagrangeovy
funkce L.



Dodatek B
Easovi zavislé hamiltoniany

Pgirozena geometricka aréna éasovi zavislé Hamiltonovy nshaniky! vznika roztigenim fazového
prostoru (s lokalnimi sougadnicemid a p;) z bezéasového pgipadu diskutovaného v kapitole 3 o
easovou osLR (se sougadnict). Jedna se tedy o kartézsky souéin zmininych prostoru tj. R.
Tuto novou varietu nazyvame rozligenym fazovym prostoremLokalni sougadnice na tomto novém
prostoru jsou (¢ ; p; ; t).

Dimenze rozligeného fazového prostoru je zjevnir2+ 1. Neni to proto symplekticka varieta,
jako v neeasovém pgipadi, jeji¥s dimenze musi byt suda, alestaarieta pkontaktniy.

Nejprve zade nujme nezbytné obecné matematické pojmy:
De nice : Nulovy vektor a nesingularni 2-forma:

Vektor X, pro ktery je (X;Y) = 0 nezéavisle na volbi druhého vektoru Y, nazveme
nulovym vektorem2-formy . Tento vektor je jednoznaéni uréen a% na skalarni nasobek.

2-formu  nazvemenesingularni, pokud linearni prostor generovany mno%inou jejich nu-
lovych vektoru X ma minimalni mo¥anou dimenzi: tedy dim = 1 pokud je dimenze cého
prostoru, na kterém je forma de novana, licha, a dim = 0 pokud je tato dimenze suda.

Zavedeni pojmu nesingularity 2-formy je jakymsi zobecninim pojmu nedegenerovanosti formy.
Uvidomme si, %e pokud je dimenze celého prostoru formy suda (tedy 2n), nesingularnost gika,
¥se nexistuje ¥sadny nulovy vektor, a forma je tedy nedegeneand.

Pokud je dimenze prostoru licha (tedy 2h + 1) a forma  je nesingularni, pak vime, ¥%e forma
je degenerovana specialnim zpusobem, a to pouze pv jednom isny. Nebude se vlak jednat o
symplektickou formu, kter4 musi byt dle de nice nedegeneroana a uzaveeni

llustrace : Je mo¥ané ukazat, Yse
2-forma! = dp, * dd/, dim = 2n, je nesingularni a tedy nedegenerovana.
2-forma =dpg " dg d(p + g )~ dt, dim = 2n+1, je nesingularni, a tedy degenerovana

pouze v jednom smiru, atoX = a g& @@j + & , kde aje libovolny skalarni nasobek.

Nyni jelti jednou pgeformulujme pgedchozi de nice a dejme d vztahu nesingularni 2-formu
na prostoru liché dimenze a obecné vektorové pole: vspac€2nm
Plati : Pokud mame na (2h+1)-dimenzionalnim roztigeném fazovém prostoru zadanouesingularni
2-formu , potom Ize najit pravi jedno vektorové pole X, pro které (a¥% na skalarni nasobek) plati

=0: (B.1)

Dukaz : Plyne pgimo z de nice nesingularni 2-formy na celém prosta liché dimenze.

I

1Text tohoto dodatku vychazi z bakalagské prace R. ©varce (MF F UK, 2006).
2Pgipomedme, ¥%e forma se nazyva uzavgena, pokud plati d = 0.
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B.1 Zavedeni objektu na roztigeném fazovém prostoru

Nyni ji% pgistupme k zavedeni konkrétnich geometrickych gektu. Na celém fazovém prostoru
R je mo¥né de novat tzv.kontaktni 1-formu , a to vztahem

pdd Hdt; (B.2)

kde H = H(d;pj;t). Viimnime si podobnosti s kanonickou Cartanovou 1-formou , = pjdd
z bezeasového pgipadu, viz (3.10).

Aplikaci vnijti derivace na  dostavame uzavgenou, degenerovanou, ale pgitom nesinguala
2-formu  (nejedna se tedy o formu symplektickod):

d =dp~dd dH"dt (B.3)

Uzavgenost této formy je zgejma, nebad = d? 0, degenerovanost a nesingularnost uka¥.eme
pozdiji. Je dobré si uvidomit, % symetrie vyrazu (B.3) je paize zdanliva, nebosH = H(d ;p;;t),
atedy dH = SHdg + g—;dp,- + @hdt, tak¥%edH ~ dt = Sdd ~ dt + g—;dp,- A dt.

Poznamenejme jelti, ¥%e pro vyjadgeni sougadnicovych slk¥e na R dostavame matici
typu 2n+1) (2n+1) tvaru

0 1
0

=B 1 o0 X (B.4)
@ @H

@ @

“8l2elR

kde%1 znaeéi sloupcovy resp. sadkovy blokg—g‘; i @8 stejni tak @Hznaeiblok gf;:::; &
a | je jednotkova matice typu n  n. Je vidit, %e levy horni blok typu 20 2n matice (B.4) od-
povida sougadnicovému vyjadgeni obvyklé symplektické &1imy ! = dp; » dd , tedy matici !
z pgipadu easovi nezavislé mechaniky, viz (3.18).

Na rozligeném fazovém prostoru uréuji dynamiku soustavy begralni kaivky vektorového poleX,
které je obecni dano vyrazem

X i:gg+gQ+L_@; (B.5)
d @j a @

Teeka zde znaéi derivaci podle, co¥ je parametr integralni kgivky ( ) na R. Tento parametr
mu¥e mit napgiklad vyznam pvlastnihoy éasu obecni nezaébb na éasd, tedy na sougadnici
roztigeného fazového prostoru.

Vztah uréujici toto vektorové pole mu¥eme upravit u%itim Hailtonovych kanonickych rovnic.
Dale mu¥emepo¥sadovatstejné plynuti obou éasut a , to znamena, %e ztoto¥anime parametr
integralni ke@ivky se sougadnici fazového prostoru. Tentoatlateeny po¥.adavek vyjadgime vyrazem

t= g—t = 1. Vysledné vektorové pole ma pak tvar

@He eHe, e

epr@ @ia @ (8.6)

Nyni zbyva pouze vygelit otdzku vhodného pgeometrickéhoy gedpisu pro nalezeni tohoto
vyznamného vektorového pole. Tento pgedpis nazveme pohylagmi rovnicemi.

30pit pgipomedme, ¥%e symplekticka forma je uzaveena a nedegenerovana.
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B.2 Pohyboveé rovnice a vztah k éasovi nezavislé mechanice
Plati : Dynamické vektorové poleX je jednoznaeni uréeno (a¥: na skalarni nasobek) podminkou
=0: (B.7)

Pravi tento pgedpis je tedy mo%né pova¥sovat za invariantnivar pohybovych rovnic. Naopak

plati, ¥%e toto vektorové poleX uréuje v ka¥.dém bodi roztigeného fazového prostoru nulovgktor

2-formy

Dukaz : Uka¥sme, ¥e vektorové polé, viz (B.6), je jednoznaéni ureeno podminkou na nulovy

vektor formy . Poéitejme tedy pgimo vio¥seni obecného tvaru vektorovéholp, viz (B.5), do formy
dané (B.3), pgieem¥, u¥ijme antisymetrie vlo¥seni vektotovégole do 2-formy a vztahu (1.70)

()= M ):X)= () X) () (X); (B.8)
tedy
i, = (;X)=(dprdd dH~dY(;X)
= [dH(X)]dt [dt(X)]dH [dp;(X)]dd + dd (X) dp; : (B.9)

Dale rozepitme jednotliva vlo¥zeni polX do 1-forem z pgedchoziho vyrazu:

@H . @4 @i . @ @ .@
@qdq arlPT e @iy Ta
@H,, @H_ OH @H @H
@q' *Bap *tei- %@y Pep’ Cat

dt(X)=t;  dp(X)=p; dd(X)=4d : (B.11)

Dosaime pgedchozi vztahy do vyrazu (B.9), rozepitmalH a u¥ijme podminku k nelezeni nulového
vektoru, to znamena polo¥me tento vyraz rovny nule. Tim dogtvame rovnici

@H__@H_ @H @H
@ Papt tgr dt L dq' @p + gt

Q'qu’ +ddp =0: (B.12)
Porovnanim jednotlivych koe cientt u dt, dg a dp; odvodime nasledujici tai podminky

@H @H @H
1" ®gp 'enm B ‘gp
které jednoznaeni ureuji koe cienty nulového vektorového pole formy . Jejich dosazenim do
obecného pgedpisu (B.5) dostavame hledany vyraz

dH (X) =

d (B.10)

=d ; (B.13)

X=t ——— ——+ — (B.14)

z kterého je rovni¥s zgejma volnost ve volbi, ktera uréuje pouze stejné tkalovani ka¥.dé ze sou-
gadnic, viz (B.6).

Timto jsme dokazali degenerovanost a pgitom nesingularno-formy , nebo» vlo¥seni pravi
jednoho nenulového vektorového poleX do formy  je identicky nulove.
Poznamenajme, ¥%e vyraz (B.7) v sougadnicich gika, %e sladykpmického vektorového pole

X, tedy %*; %‘; 1 , jsou vlastnim vektorem matice , viz (B.4). Tomuto vlastnimu vektoru
paisluti vlastni eislo 0, jeho%: nasobnost je jedna, co¥s odpa degenerovanosti formy .
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Invariance formy

Déle je mo%né ukazat, e 2-forma zustava pgi vyvoji systému daném vektorovym polemX
konstantni, tedy %e se nemini podél integralnich kaivek gemovanych timto polem. Toto je mo%zné

vyjadgit pomoci Lieovy derivace
©19

Zminina skuteénost bude mit zajimavou interpretaci v kapitole B.3 o kanonickych transformacich.
Dukaz : Aplikujme na  znamou Cartanovu identitu viz (1.85), tedy

L, =i, d +di (B.16)

Prvni eélen v pgedchozim vyrazu je nulovy, nebo» forma je uzavgena. Nulovost druhého élenu
plyne pgimo z pohybovych rovnic (B.7).

Plati : Funkce f je integralem pohybu pravi tehdy, kdy¥a
X(f)=0: (B.17)

Dukaz : Staei pouze pgipomenout de nici vektorového pole (B.6),jt X di a integralu pohybu,
tedy g—f = 0. Nasledni je uiiteéné vyjadgit vyrazX (f ) pomoci Poissonovych zavorek a Lieovy
derivace (pgedpokladamei® = 1):

@Hef @H@f, @fdt _ L@ d

@p@y @gep @u _ "H9 g g Lo

Posledni ekvivalence plyne pgimo z de nice Lieovy derivaciinkce.

X (f) f: (B.18)

Easovi nezavisla mechanika na roztigeném fazovém prostoru

V pgipadi, %e se Hamiltonova funkce nemini s éasemti. H = H(J; pj ), bude systém popsan
naprosto stejnym zpusobem jako v easti B.1. V pgedchozich é@hach jsme u%ili volbyg—t =
vyjadgujici stejné plynuti obou éasu, tedy ztoto¥snini parmetru integralnich kgivek a sougadnice
roztigeného fazového prostoru. Pravi tato volba ndm umo¥agei setrvat na tomto prostoru i v pgi-
padi, %€ hamiltonian je pouze funkcid a pj, pgiéem¥s tvar pohybovych rovnic bude samozgejmi

stejny jako v éasti B.1.
llustrace : harmonicky oscilator. Hamiltonian ma tvar H = % + %kxz. Pgislutné vektorové pole
(B.6) je tedy dano vyrazem

p @ @ @.

X=—— kx—+ —: B.19
ne “@ @ (B:19)
Pro konkrétni hodnoty poéateénich podminek a danou hodnotiuhosti k a hmotnosti m dostaneme
dvi typické integralni kagivky ve tvaru spirdl. Dvi takova ge leni jsou vykreslena na obrazku B.1.
Prumitem do roviny ( x; p) se ze spiral stanou elipsy, tak jak je dobge znamo z fazovélportrétu
harmonického oscilatoru, viz obrazek 2.2

Easovi nezavisla mechanika jako gez roztigeného fazového p rostoru

Nyni uva%.ujme alternativni mo¥nost, %e oba éasya  jsou zcela nezavislé. Potom si easovi
neprominny vyvoj mu¥seme pgedstavitjako limitni pgipad, kdy éas (parametr integralni kaivky)

4Tento pohled je ekvivalentni projekci : R!
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Obrazek B.1: Dvi typické integralni kaivky vyvoje oscilatoru v rozligeném fazovém prostoru.

plyne mnohem rychleji ne¥ éas(sougadnice na roztigeném fazovém prostoru). Tuto limitug mo¥né
formalni vyjadgit jako
dt _
e
co¥ nas prakticky omezi na jeden easovy @gez rozligenéhovdzo prostoru, tedy volbu t = konst.
Pgedpokladame, ¥e hamiltonian je pouze funkci sougaduica pj . Proto také dale pgi vypoeétu
diferencialu hamiltonianu nederivujeme podle sougadnice
Vektorové pole (B.5), upravené uitim Hamiltonovych kanoictkych rovnic a podmimky (B.20),

pgejde na tvar
X = ere eocHao. (B.21)

@p@ @u@ '

které ji% ma nulovou slo¥.ku ve smiru easové osy, srovnej s §B. Vlo¥senim tohoto pole do 2-
formy , viz (B.3), dostavame hledanou éasovi nezéavislou pohyboworovnici®

0; (B.20)

i, =dH; (B.22)

X

z ni% je zoejmé, %e toto nové pole ji%a neni nulovym vektorenmfo

Dukaz : Postupujme obdobni jako v easovi zavislém pgipadi tj. pgino upravujme levou stranu
novych pohybovych rovnic u%itim antisymetrie vio¥.eni vekirového pole do 2-formy dle (B.9).
Nyni upravujme jednotliva vio%eni poleX jeho rozepsanim dle vztahu (B.21):

@H, ,  @H @H@ @H@

" @i @ " @pa@l @ue
| ap 2QHO . erHe
+dd dpy o +dp dd oo (B.23)
= gt QHG@H,  OHOM, - 44 O, 4p @8 - OMyg 4 @iy ah -

@uep’ @pen’ Yen " Pap' " e @p

Jeliko¥. slo¥ska vektorového pole do smiru osyje nulova, je vyhodné uva¥sovat pouze projekci
tohoto pole a formy  na 2n-dimenzionalni symplektickou varietu se sougadnicemif a p;. Na
tomto novém fazovém prostoru takto dostavame znamou sympletickou formu ! = dp; ~ d¢f
a vektorové pole X = g—;@@, %;'@@j. Tyto dva objekty jsou pgitom spojeny Hamiltonovymi
kanonickymi rovnicemi v geometrickém tvaru, neboli i, ! = dH.

5Tato rovnice napadni pgipomina geometrické vyjadgeni (3.2 9) Hamiltonovych kanonickych rovnic z bezéasového
pgipadu, i, ! = dH, kde ! je symplekticka forma na 2 n-dimenzionalni symplektické varieti. Na'e rovnice viak
stale jelti p%ijey na variiti dimenze 2 n +1.
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B.3 FEasovi zavislé kanonické transformace

Na problematiku kanonickych transformaci, které jsme v be2asovém pgipadi studovali v éasti 3.8,
je mo¥né pohli¥zet dvima ekvivalentnimi zpusoby: Rozlitujee mezi pohledenpasivnim a aktivnim.

V pgipadi transformaci pasivnich jde pouze o zminu sougadoového systému, pgieem¥s body
v roztigeném fazovém prostoru zustavaji xované. Naproti bmu v aktivhim pgistupu jeden bod
z rozligeném fazovém prostoru pgechazi pomoci jistého toka bod jiny.

Od kanonickych transformaci po¥adujeme zachovani jednoduchého tvaru pgovych rovnic
nebo ekvivalentni zachovani 2-formy . Nadale budeme uva¥iovat pouze transformace pasivni.
Potom je mo¥né zavést kanonické transformace nasledujicé dici ©:

De nice : kanonickou transformaci nazyvame takovou zadminu sougadnic na fazovém prostoru,
ktera zachovava kanonicky tvar formy , tedy

(d:pt) ! (Q(dipt)iP(dipst)it):
dp~dgd dHA~dt=dP;~dQ dH~dt: (B.24)

Podivejme se nyni na dynamické vektorové pole uréené Hamdhovymi rovnicemi.

Tvrzeni : Transformace generovana fazovym tokem , , tedy uréena dynamickym polemX dle
(B.6), je kanonicka.

Dukaz : Plyne pgimo z ekvivalence vztahu (B.15) a (B.24) pro tok , , tedy

L, =0, = (B.25)

Pgipomeome, ¥e ka¥da (lokalni) kanonicka transformace ogftla jisté generujici funkci F na
fazove varieti. Dale pgipomeome, %e kontaktni 1-forma na réigeném fazovém prostoru je tvaru
= pjdd Hdt, a %e aplikaci vnij'i derivace dostavame nesingularni uzaenou 2-formu

tedy d = . Nyni uva%wujme novou formu ; danou vyrazem

1= P dQ H%t (B.26)
v novych sougadnicich Q!;P;;t) spojenych s @ ;p;;t) kanonickou transformaci. Potom plati
d ;= . Odeétenim dvou ruznych sougadnicovych vyjadgeni 2-formy dostavame

d( 1)=0: (B.27)
Z pgedchoziho vyrazu plyne uzavgenost formy = ( 1). Nyni u%ijme Poincarého lemmatu,

podle niho% pro uzavgenou 1-formu lokalni existuje funkce F takova, ¥%e = dF.

Dusledek : Pro danou kanonickou transformaci existuje na ka¥.dém okilJ fazového prostoru
lokalni funkce F takova, e

pdd P, dQ Hdt+ H%t= dF; (B.28)

co¥z je zobecninim (3.60). FunkcF nazyvamegenerujici funkci kanonické transformace
Nyni uka¥:me, ¥se novy hamiltoniahl (Q’ ; P;j;t) je uréen vyrazem
o @F, L @Q
HO= =+ p=—
@t @t
6V aktivnim pohledu kanonickou transformaci nazyvame difer encovatelné zobrazeni g fazového prostoru, které
zachovava 2-formu ,tedy g = , kde g je pull-back g.

+H: (B.29)
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Dukaz : Rozepitme diferenciélde adQl vevztahu (B.28),kdeF = F(d;p;;t)aQ = Q'(d;pj;t):
@Q @Q

pdd P dq' —dp, @dt Hdt+ H%t
@F
—d —d + —dt: B.30

Nyni porovnejme levou a pravou stranu pﬂedchozmo vyrazu,im¥s dostaneme tgi uiteéné vztahy,
pgieéem¥. posledni z nich (B.33) je hledanym dukazem:

% - gg o (B.31)
g_pF - P %}3 ; (B.32)
or. pi%f H o+ HO: (8.33)
Dale pro konkrétni trajektorii plati, ¥e
‘Z_'i =(pd H) (PQ HOY: (B.34)

Dukaz : Pgimo poéitejme‘fj—f a za jednotlivé parcialni derivace funkceF (g ;pj ; t) pak dosaime
vyrazy (B.31), (B.32) a (B.33),

dF _ L@F L @0, p@Q @0 0
dt q @p ta P Pgy ¢ Pgpd Pgr M
=(pd H) (PQ HY: (B.35)

Generujici funkci F kanonické transformace je mo¥né psat v libovolnych sougddith na ka¥s-
dém okoli U fazového prostoru. Pgedpokladejme nyni, 3%e bodylr Ize jednoznaéni speci kovat
kombinaci starych a novych sougadnic. O takovych kanonicksh transformacich gikame, %e jsou
typu 1 a¥% 4:

1 2 3 4
(@ Q1) (a;P) (P Qit) (p;Pit)
kanonicka transformace typul: obecna funkceF na varieti Ize vyjadgit v konkrétnich sou-
gadnicich ¢ ; Q' ;t). Ze vztahu (B.28) potom plyne

pdd P dQ Hdt+ H%t = dFD(d;Ql;1)
- @Fﬂ @

@

j .
dql @0 dqQ' + ot dt;
kde FO (g :;Qi;t) = F(d:pi(d;Q ;t);t). Porovnanim levé a pravé strany dostavame
_@F L 0 @
P="gg P° @’ HTH*gr (B.36)

kanonicka transformace typu2: funkce F Ize vyjadgit pomoci @ ; P;;t)
Zaveime funkci F@ (d ;Pj;t) = F(d;pi(d;Pj;t); )+ P;Q (d; Pi;t). Ze vztahu (B.28) plyne

pdd PdQ Hdt+ HYt= d(F® P/Q)
=dF@  (@dP)Q PdQ;
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tedy
. . 2) ) Iiz) @th)
, i gp. 04t = Q@F @ . _
pidd + Q)dP; Hdt+ H%t a6 dq1+_@JPdp]+ @tdt'
Porovnanim élenu v pgedchozim vyrazu dostavame
@ | _ @@ . @
'~ "@q = ; HP=H+ : B.37

kanonicka transformace typu3: funkce F Ize vyjadait pomoci (o Qi)

Zaveime funkci F® (pj;Qist) = F(d(p;Q;t):p;t)  pd (pi;Q';t) a postupujme analo-
gicky jako v pgedchozich pgipadech, tj. aplikaci vztahu (B8) a porovnanim vzniklych vyrazu
dostavame

3) 3) 3)
@ﬁ . P = @F . HO: H + @F .

g = o = 85 o (B.38)

kanonicka transformace typu4: funkce F Ize vyjadait pomoci ; ; P; ; t)
Zaveime funkci F® (pj;Pj;t) = F(d'(pi;Py;t)ipst) + PiQ (pisPist)  pid (pisPist), apli-
kujme vztah (B.28) a porovnejme vyrazy. Jako vysledek obdrine

P @|i4)_ J,_@|:€4)_ 0. @|:€4)_
d = @p Q"@|,D' HO=H + ar (B.39)

Tim jsme odvodili vztahy pro kanonické transformace znamé Zlasickych uéebnic mechaniky.

B.4 Geometricka interpretace Hamiltonovy{Jacobiho teori e

V této éasti pgipomeneme klasické odvozeni Hamiltonovy{Jeobiho rovnice a uvidomime si pgitom,
co jednotlivé kroky znamenaji v geei geometickych objektu @ roztigeném fazovém prostoru.
Vyjdeme z toho, %e zndme vyraz pro dynamické vektorové pok¢, viz (B.6), tedy

x=-@H@ @eHe 0.
@p@ @ua@ a'’

a 2-formu = dp ~dd dH ~ dt, viz (B.3), oboji zadané v sougadnicichd ;p; ;t). V Gvodu
této kapitoly jsme préavi diky formi de novali kanonické transformace a odvodili pro ni nikteré
u¥steéné vztahy.

Nyni se pokusime provést takovou kanonickou transformacitedy zminu sougadnic na rozlige-
ném fazovém prostoru, ktera zjednoduli vyraz pro vektorovépole X. Uvidomme si, ¥%e pgechod
(d;p;t) ! (Q;P;;t) vede rovni¥a ke zmini Hamiltonianu H na H°a umo%ni nam zapsat Hamil-
tonovy kanonické rovnice v novych sougadnicich, tedy

@HQ; Pty _ dQ - @HQ:PY _ dPy (B.40)
@Pp d ’ @Q d = '
Pgedchozi vyrazy zaroveo ureuji dynamické vektorové pol¥ v novych sougadnicich,

-et e et e o, (B.41)

S ePr@ @@ @

Kanonicka transformace je zadana svou generujici funkck, viz (B.28). Tato funkce ureuje
také novy hamiltonian H vyrazem (B.29). Specialni volbou generuji funkce je mo¥anéodr¥set
novy hamiltonian identicky rovny nule, tedy

HYQ';Pj;t) O: (B.42)
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Touto volbou se stavaji nulovymi rovni%s levé strany pohyboych rovnic (B.40) a vektorové pole
(B.41) podél vyvoje pgechazi na velmi jednoduchy tvar

X = =: (B.43)

@etenim takto transformovanych pohybovych rovnic jsou korstanty dané poéateenimi podminkami
Q=1; pP=;: (B.44)

Pgipomedme, %e vyvoj systému je geometricky dan integraimi kaivkami dynamického vekto-
rového poleX. V sougadnicich jsou tyto kgivky uréeny getenim pohybovyctovnic v konkrétnich
sougadnicich, tedy dvojici funkcig/ ( ) a pj( ) resp. Q' ( ) a Pj( ). V natem pgipadi jsou timto
gelenim v novych sougadnicich konstanty. Neznamena to viakie by se systém nevyvijel, ale pouze
to, ¥e v ka¥sdém éasovém gezu mame xovarsidle stejnou polohu systému viéi vhodnym aktu-
alnim sougadnicim Tyto sougadnice se vtak dynamicky mini pravi s vyvojem sysému, tedy dle
tvaru popisovanych integralnich kaivek. Zmina je uréena eaovi zavislou generujici funkci kano-
nické transformace.

Jelti si uvidomme, ¥%e kanonicka transformace je de novanagko jisty specialni tok na roztige-
ném fazovém prostroru, podél kterého se zachovava 2-forma. V Gvodu této kapitoly jsme rovni¥
ukazali, ¥%e fazovy tok uréeny polenX generuje kanonickou transformaci. Pravi této tranformaci
odpovida pgedchozi popis. To znamena, ¥%e cela informace wojy systému je nyni pulo¥senay
v generujici funkci.

Uva¥sujme nyni konkrétni typ kanonické transformace, napkiad typ 1, kdy Ize vte vyjadait
pomoci sougadnicd ; Ql ;t) a generujici funkceF® . Pro novy hamiltonian a zbylé sougadnice
dostavame vztahy (B.36).

Pokud v poslednim vyrazu uplatnime podminku nulovosti nového hamiltonianu, dostavame
po¥sadovanou rovnici pro generujici funkci

) (e - A -
H + @FY (d;Q';t) —0 -
@t
Nyni ji%s zbyva pouze oznagif ¥ jako S a dosadit zap, do H(d ;p;;t) vyraz p; = gﬁs_ Tim jsme

odvodili parcialni diferencialni rovnici prvniho gadu pro specialni generujici funkciS zajit»ujici
nulovost nového hamiltonianu H®,

(B.45)

. @s
F=

@s_

H d t o+ @t—o ; (B.46)

co¥ jeHamiltonova{Jacobiho rovnice.

"Pgipomedme, ¥e v tomto pgipadi opit pgedpokladame stejné pl ynuti obou éasu tj. t jako¥sto sougadnice rozti-
geného fazového prostoru a jako¥ito parametru integraini kaivky, tedy volbu g—‘ =1



Shrnuti hlavnich pojmu a notace

™M

(B; ;F; F)

X:;Y]

TQ

varieta (bod, mapa, atlas)
kartézské sougadnice v R"
funkce

kgivka (s parametremt)

vektor

vektor coby diferencialni operator % (f)= (;’—tf = gf—t
1-forma (kovektor, forma)

zU%eni (kontrakce) = (v)
diferencial funkce coby forma hdf; vi = v(f)
obecnéa a sougadnicova baze vektoru v o=V &
obecna a sougadnicova baze forem = dx
teeny prostor v bodi P

koteény prostor v bodi P

teeny bandl

koteeny bandl

fibrovany prostor

Lieova derivace L, f = X(f)
Lieova zavorka vektorovych poli =LY

kon guraéni varieta

rychlostni fazovych prostor
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TQ

fazovy prostor

zobecniné sougadnice
zobecniné rychlosti
kanonické hybnosti
symplekticka 2-forma

vnijti souéin, vnijti derivace
vlo¥seni vektorového pole

kanonickd Cartanova forma

symplekticka matice

hamiltonovské pole vuéi  f

Poissonovy zavorky

Lagrangeovy rovnice

Hamiltonovy rovnice

A= A d2=
FO3X)= 1 (X))

o = pdd

l'=d ,=dp "~ dd

i, ! = df

=L, f=! (XgiXy)

0
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Anglicky slovnieek

dimenze

fazovy prostor
fibrovany prostor
forma (1-forma)
funkce

generuijici funkce
hybnost

kanonicka transformace
(ko)teeny bandl
(ko)teeny prostor
kagivka

Lieova derivace
mapa

Poissonova zavorka
sougadnice
symplekticka 2-forma
symplektickd matice
tok

varieta

vektor

vektorové pole
vlo¥aeni

vnijti derivace

vnijti souéin

zdvih

zobrazeni

zU%eni

dimension

phase space

bre space
one-form

function

generating function
momentum
canonical transformation
(co)tangent bundle
(co)tangent space
curve

Lie derivative

chart

Poisson bracket
coordinate
symplectic 2-form
symplectic matrix
ow

manifold

vector

vector eld

insert (inner product)
exterior derivative

exterior product (wedge product)

lift
mapping (map)
contraction
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Rejstaik

1-forma, 20
1-formadf, 12
2-forma, 20

anuloid, 7
atlas, 5

bodova transformace, 31
Cartanova identita, 22, 42

diferencial funkce, 11
dimenze variety, 5
dualni sougadnicovéa baze, 11

dynamické vektorové pole, 23, 26, 38

elementarni objemovy element, 45

forma, 10

forma na varieti, 10
funkce na varieti, 7
fazovy portrét, 23

generujici funkce, 43

hamiltonovské vektorové pole, 40
Hamiltonovy kanonické rovnice, 37
harmonicky oscilator, 24

integral pohybu, 32
integralni kaivky, 15, 23
invariance L, 33

jednotné znaéeni lokalnich sougadnic, 37

kanonicka Cartanova 1-forma, 36
kanonicka transformace, 42
kanonicky objemovy element, 45
kon guraéni varieta, 7, 26
kontaktni varieta, 50

kontrakce, 10

koteeny bandl, 12

kru%snice, 6

kgivka na varieti, 8

Lagrangeova 1-forma, 28
Lagrangeova funkce, 26
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Lagrangeova rovnice, 28
lagrangeovska vektorova pole, 28
Lieova algebra, 18
Lieova derivace

diferencialu, 18

formy, 18

funkce, 18

vektoru, 18

zU%eni, 18
Lieova derivace ve slo¥skéach, 19
Lieova grupa transformaci, 16
Lieova zavorka, 18
Lietv pgenos

1-formy, 17

funkce, 17

vektoru, 17
Liouvilleova vita, 44
lokalni sougadnicovy systém, 5

mapa, 5
matematické kyvadlo, 25, 26

objem

v R?, 44

v RS, 44

v R", 44
objemova funkce, 44

Poincarého lemma, 43
Poissonova zavorka, 38
pole 1-forem, 14
pole druhého gadu, 27
prostor

koteény, 10

teeny, 8
pull-back, 16
push-forward, 16

rotace, 31
rychlostni fazovy prostor, 26

sféra, 7

soubor map, 5
sougadnicova baze, 9
sougadnicové zobrazeni, 5
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symplekticka forma, 38
symplekticka matice, 37

teorém Emmy Noetherové, 31
teény bandl, 12, 26

tok, 15

torus, 7

translace, 31

tgida ekvivalence, 8

varieta, 5

vektor gradientu, 12
vektor na varieti, 8
vektorové pole, 14
vlo¥seni vektoru, 20
vnijti derivace, 21
vnijti souein, 21
volna éastice, 30
volny péad, 24, 30
vztah mezi mapami, 5

zakon zachovani hybnosti, 33
zakon zachovani momentu hybnosti, 33
zU%eni, 10
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