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Kapitola 1

Základy diferenciální geometrie

Diferenciální geometrie je spoleèným jazykem velké èásti moderní fyziky. Jedná se v podstatì
o spojení geometrie a matematické analýzy, v ní¾ jsou metodyklasického kalkulu aplikovány
na køivky, plochy a dal¹í geometrické objekty, pøièem¾ zavedení pojmù a manipulace s nimi jsou
opro¹tìny od konkrétních souøadnic.

1.1 Variety a základní objekty na nich

Fundamentálním pojmem diferenciální geometrie je varieta. Vìnujeme proto následující odstavce
jeho zavedení a zevrubnému popisu. Poté na varietách postupnì vybudujeme strukturu: funkce,
køivky a pøedev¹ím vektory a 1-formy.

1.1.1 Pojem variety

Rùzné variety jsou arénou nejen klasické mechaniky, ale i mnoha dal¹ích oborù fyziky a matema-
tiky. Jmenujme napøíklad polní teorie (elektromagnetismus a dal¹í kalibraèní pole), teorii relativity,
prostory øe¹ení diferenciálních rovnic èi Lieovy grupy.

Zcela obecnì (a vágnì) lze varietu charakterizovat jako þspojitý prostor, který je lokálnì kar-
tézský a lze na nìm provádìt derivováníÿ.1 Varietou tedy není napøíklad mno¾ina racionálních
èísel.

Názorná ilustrace: zemský povrch (globus)

Pøíkladem jednoduché variety je zemský povrch. Mù¾eme ho idealizovat jako sféru, tedy spojitou
zakøivenou dvourozmìrnou plochuS2, pro kterou zjevnì platí:

� lokálnì mù¾eme zavést mapy souøadnic (napø. mapu Evropy, Asie, atd.)

� mapy dohromady tvoøí atlas pokrývající celou varietuS2

� trajektorie (napø. vlaku) je omezena jen na varietu

� vùèi jednotlivým mapám lze studovat nejen trajektorii, ale i rychlost nebo zrychlení, lze tedy
derivovat a integrovat

� údaje urèené z jednotlivých map lze mezi mapami na jejich pøekryvech konzistentnì pøevádìt,
pøíslu¹né velièiny jsou tak urèeny globálnì, tedy þbez ohleduÿ na konkrétní mapy.

Zhruba øeèeno je tedy varietaM dimenzen mno¾ina bodù, která jelokálnì podobná kartézskému
prostoru Rn , neboli okolí ka¾dého bodu mù¾e být parametrizovánon nezávislými souøadnicemi.

1Nemusí být pøitom metrický, euklidovský, a�nní, apod.
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KAPITOLA 1. ZÁKLADY DIFERENCIÁLNÍ GEOMETRIE 5

Pøesnìji | a to u¾ je rigorózní matematická de�nice | varieta M je mno¾ina, její¾ ka¾dý
bod P le¾í v nìjaké otevøené mno¾inì2 U, která je spojitì vzájemnì jednoznaènì zobrazená na
otevøenou podmno¾inuRn . Symbolicky to lze vyjádøit

8 P 2 M 9 U � M taková, ¾eP 2 U,
a 9 spojité � : U ! Rn takové, ¾eU $ � (U) je jednoznaèné,

pøièem¾

� � nazývámesouøadnicové zobrazení

� dvojici ( U; � ) nazýváme mapa

� èíslon nazývámedimenzí variety M .

Zobrazení� pøitom zavádí naU lokální souøadnicový systém, který je inverzním3 obrazem� � 1

kartézského systémuRn , neboli

� (P 2 U) � (x1; : : : ; xn ) 2 Rn ;

kde x1; : : : ; xn pøedstavují souøadnice boduP v lokální mapì.

Obrázek 1.1: Varieta M je pokryta (lokálními) mapami neboli zobrazeními � z U do Rn .

Jak jsme ji¾ uvedli na pøíkladì zemského povrchu, celá varieta M je pokryta atlasem, neboli
souborem map. Po¾adujeme ov¹em, aby v místech pøekryvu bylvztah mezi mapami(resp. jejich
souøadnicemi) dostateènìhladký.

Konkrétnì: Nech» (U; � ) a (V;  ) jsou dvì rùzné mapy, pøièem¾ souøadnice boduP 2 U \ V
jsou � (P) = ( x1; : : : ; xn ) a  (P) = ( y1; : : : ; yn ). Tím je de�nováno zobrazení Rn ! Rn :  (� � 1),
tedy explicitnì

�
y1(x1; : : : ; xn ); : : : ; yn (x1; : : : ; xn )

�
. Toto zobrazení musí být dostateènì hladké4

pro v¹echny mapy atlasu a v¹echny pøekryvy. Odtud název þdiferencovatelná varietaÿ.

2Tento systém otevøených mno¾in tvoøí z M topologický prostor.
3Zobrazení � � 1 existuje, proto¾e � je vzájemnì jednoznaèné.
4Technicky to znamená splnìní po¾adavku spojitosti parciál ních derivací @r y i

( @xj ) r a¾ do jistého øádur . Hovoøíme

pak o C ( r ) varietì. Obvykle hladkostí roumíme existenci spojitých de rivací v¹ech øádù.
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Obrázek 1.2: Na pøekryvechU \ V de�nují souøadnicová zobrazení� a  slo¾ené zobrazení (� � 1)
z Rn do Rn , po nìm¾ po¾adujeme, aby bylo hladké.

Poznámky:

� O dvou atlasech øekneme, ¾e jsou ekvivalentní a de�nují stejnou varietu, pokud jejich sjed-
nocení je opìt atlas splòující v¹echny podmínky zformulované vý¹e. Na jednom topologickém
prostoru lze zavést i vzájemnì neekvivalentní atlasy, které pak de�nují rùzné variety li¹ící se
tzv. diferenciální strukturou.

� Na diferencovatelné varietì lze vybudovat významnou rozsáhlou strukturu (funkce, køivky,
vektory, formy, Lieovy derivace, atd.). V následujícím textu zavedeme jen ty pojmy, které
budeme potøebovat.

Pøíklady variet:

� kru¾niceS1

{ atlas tvoøí alespoò 2 mapy, napøíklad mapa (U; � ) odpovídá úhlu x 2 (0; 3
2 � ) a mapa

(V;  ) úhlu y 2 (0; 3
2 � ), viz obrázek. Na pøekryvechU \ V platí mezi tìmito lokálními

souøadnicemi vztahyy = x + � resp.y = x � � . To jsou evidentnì hladké funkce, tak¾e
kru¾niceS1 je hladká jednorozmìrná diferencovatelná varieta (která je odli¹ná od R1).

)

))

)

) ) ) )

)

)

)

)
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{ jiný atlas dvou map lze zavést stereogra�ckou projekcí ze severního resp. ji¾ního pólu

{ v mechanice tvoøíS1 kon�guraèní varietu matematického kyvadla (kon�guraèní varieta
je mno¾ina v¹ech poloh daného systému)

� sféra S2

{ atlas tvoøí alespoò 2 mapy

{ lze ho zavést napø. pomocí stereogra�cké projekce

{ v mechanice tvoøíS2 kon�guraèní varietu sférického kyvadla

� torus T 2 (anuloid)

{ atlas tvoøí alespoò 3 mapy

{ v mechanice tvoøíT 2 kon�guraèní varietu dvojkyvadla

1.1.2 Funkce na varietì

Funkcí f na varietì M nazýváme zobrazení

f : M ! R; (1.1)

neboli situaci, kdy ka¾dému boduP 2 M je pøiøazeno reálné èíslof (P). V lokálních souøadnicích
mapy (U; � ) lze funkci f reprezentovat jejím souøadnicovým vyjádøenímf (� � 1) = f (x1; : : : ; xn ).

Obrázek 1.3: Funkcef na varietì M je zobrazení zM do R.

Ilustrace: hustota obyvatel na Zemi, teplota bubliny foukané z roz¾haveného skla

Je tedy vidìt, ¾e pojem funkce na varietì je pøirozený a intuitivní, nebo» s funkcemi na varietách
se ve skuteènosti setkáváme docela èasto.
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1.1.3 Køivky na varietì

Køivkou 
 (t) na varietì M nazýváme diferencovatelné zobrazení


 : R ! M ; (1.2)

kde t je spojitý reálný parametr a 
 (t) je odpovídající jednorozmìrná spojitá trajektorie na M .
Pøesnìji øeèeno, parametrická køivka
 (t) je hladké zobrazení 
 ! M , kde 
 � R je otevøený
interval. Symbolicky tedy

t0 2 
 ! bod P � 
 (t0) 2 M .

V lokální mapì ( U; � ) je okolí bodu P 2 M parametrizováno souøadnicemi
�
x1; : : : ; xn

�
, tak¾e

køivka 
 (t) je lokálnì urèena funkcemi (x1(t); : : : ; xn (t)).

Obrázek 1.4: Parametrická køivka
 (t) na varietì M je zobrazení zR do M .

Ilustrace: ¾eleznièní tra», øeka

1.1.4 Vektory na varietì

Vektor v v bodì P 2 M je dán teènou ke køivce
 (t) procházející bodemP. Vektor v má:

� daný smìr (urèený smìrem køivky 
 (t))

� danou velikost (urèenou velikostí zmìny 
 (t) se zmìnou t).

Teèný prostor:

Skrze ka¾dý bodP 2 M procházejí rùzné køivky rùzných parametrizací. Mno¾inu v¹ech vektorù
urèenou tìmito køivkami nazýváme teèným prostoremTP M k varietì M v bodì P.

Dùle¾ité poznámky:

� Zatímco køivky 
 (t) le¾í vM , vektory v le¾í v TP M , nikoli ve varietì M .

� Ve skuteènosti jsou vektory v 2 TP M tøídami ekvivalenceteèen ke 
 (t), nebo» daným
smìrem a danou rychlostí prochází bodemP nekoneènì mnoho rùzných køivek. Vektorv
tedy ztoto¾òujeme s tøídami ekvivalence køivek stejného smìru a rychlosti.
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� TP M je lineární vektorový prostor.

� V ka¾dém bodìP 2 M existuje báze TP M , tedy v = vi ei , kde (e1; : : : ; en ) jsou bázové

vektory a vi jsou jednotlivé slo¾ky vektoruv v dané bázi (pou¾íváme sumaèní konvenci).

� Vidíme, ¾e dimenze TP M je rovna dimenzi M , tedy n.

Obrázek 1.5: Vektory v teèné ke køivkám
 (t) v bodì P variety M tvoøí teèný prostor TP M .

Vektor coby diferenciální operátor:

Uva¾ujme nyní:

� hladkou funkci f na varietì M ,

� køivku 
 (t) procházející bodemP 2 M ; ta urèuje teèný vektor v 2 TP M .

Funkce f (
 (t)) : R ! R tedy udává hodnotu f podél 
 , pøièem¾ parametrt je nezávislá promìnná.
Nyní provedeme derivacif þve smìru vektoru vÿ, neboli5

df (
 (t))
dt

� lim
� t ! 0

f (
 (t + � t)) � f (
 (t))
� t

; (1.3)

kterou lze chápat jako lineární operaci, která funkci f pøiøazuje vP èíslo df
dt . Mù¾eme tedy na

vektor v nahlí¾et jako na diferenciální operátor operující na funkcích f ; odmyslíme-li si f , co¾ je
libovolná hladká funkce, zbyde z derivacedf

dt samotný operátor d
d t . V lokální souøadnicové mapì

(U; � ) má køivka 
 (t) vyjádøeníx i (t), a v bodì P lze tedy psát

v (f ) �
df
dt

�
df (
 (t))

dt
=

d
dt

f
�
x i (t)

�
=

dx i

dt
@f
@xi

= vi @f
@xi

; (1.4)

kde jsme oznaèilivi � dx i

dt . Odmyslíme-li si nyní f , dostáváme formálnì operátor

v �
d
dt

= vi @
@x i : (1.5)

Srovnáním s obecným výrazemv = vi ei , kde ei je báze TP M a vi jsou slo¾kyv vùèi této bázi, je
vidìt, ¾e

�
@

@x1 ; : : : ;
@

@xn

�
je tzv: souøadnicová bázeteèného prostoru TP M : (1.6)

5Argument 
 (t ) popisuje bod P , zatímco argument 
 (t + � t ) popisuje bod, který le¾í na køivce 
 mající teènu v ,
a který má hodnotu parametru t zvìt¹enou o � t oproti hodnotì odpovídající bodu P . Symbolicky bychom mohli
psát 
 (t ) � P a 
 (t + � t ) � P + v � t .
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Operátory parciálních derivací @
@x i zøejmì reprezentují teèné vektory k souøadnicovým èarámx i ,

neboli jsou to derivace ve smìru pøíslu¹ných souøadnicových èar.

Pøíklad: Na sféøeS2 je teèným prostorem TP S2 v bodì P rovina. Bázi tohoto vektorového pro-

storu tvoøí napøíklad dvojice vektorù
�

@
@# ; @

@'

�
. To znamená, ¾e ka¾dý vektor v teèné rovinì TP S2

lze vyjádøit jako lineární kombinaci vektoru @
@# ve smìru poledníku a vektoru @

@' ve smìru rov-
nobì¾ky.

1.1.5 Formy na varietì

1-forma � v bodì P 2 M je lineární funkcionál na vektorech z TP M , tedy platí

� (v ) = èíslo 2 R; (1.7)

� (c1v 1 + c2v 2) = c1� (v 1) + c2� (v 2):

Stejnì jako vektor má i 1-forma svoji velikost a orientaci.

Koteèný prostor:

V¹echny formy v bodì P 2 M tvoøí lineární vektorový prostor nazývaný koteèný prostorT �
P

M k
varietì M v bodì P. Koteèný prostor T �

P
M je duální k TP M .

Obrázek 1.6: Koteèný prostor T�
P

M 1-forem je duální k teènému prostoru TP M vektorù.

Vztah vektorù a 1-forem:

Vektory a 1-formy v bodì P 2 M jsou navzájem duální. Jejich interakce je dána operací þpùsobení
1-formy na vektorÿ z de�nice (1.7), kterou lze té¾ chápat jako bilineární operacizú¾ení(kontrakce),
kterou oznaèujeme

h� ; v i � � (v ): (1.8)
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Výsledkem zú¾ení vektoru s 1-formou je tedy reálné èíslo z de�nice (1.7). Reprezentujeme-li
formu � pomocí vrstevnic6 a vektor v pomocí ¹ipky, pak geometrický význam èíslah� ; v i od-
povídá poètu vrstevnic, které ¹ipka protne. Zále¾í zjevnì na jejich vzájemné orientaci a velikosti.
Èím je 1-forma vìt¹í, tím jsou její vrstevnice hust¹í. Èím je vektor vìt¹í, tím del¹í je jeho ¹ipka.

Bázi koteèného prostoru T�
P

M tvoøí n 1-forem (" 1; : : : ; " n ) takových, ¾e ka¾dou 1-formu z
T �

P
M lze vyjádøit jako7 � = � i " i , kde � i pøedstavují slo¾ky� k této bázi. Obvykle za bázi

1-forem volíme tzv. duální bázi k bázovým vekorùm (e1; : : : ; en ) v TP M de�novanou pøedpisem

h" i ; ej i = � i
j : (1.9)

Jako okam¾itý dùsledek (1.9) dostáváme následující vztahy

h� ; ej i = h� i " i ; ej i = � i h" i ; ej i = � i � i
j = � j ; (1.10)

h" j ; v i = h" j ; vi ei i = vi h" j ; ei i = vi � j
i = vj ; (1.11)

h� ; v i = h� i " i ; vj ej i = � i vj h" i ; ej i = � i vi : (1.12)

Diferenciál funkce coby 1-forma:

Nejdùle¾itìj¹í 1-formou je diferenciál funkce. Je-li f hladká funkce na varietì M , potom diferenciál
funkce f v bodì P 2 M je forma df de�novaná vztahem

hdf ; v i � v (f ): (1.13)

Zú¾ení 1-formydf s vektorem v tedy je právì derivace funkce f ve smìru vektoru v 2 TP M , viz
vztahy (1.3), (1.4).

Dùsledek: Vezmeme-li za vektor v pøímo vektory (1.6) souøadnicové báze TP M a za funkci f
pøímo souøadnicex i z mapy (U; � ), pak z de�nice (1.13) plyne

hdx i ;
@

@x j i � v (f ) =
@xi

@xj
= � i

j ; (1.14)

tak¾e8

(dx1; : : : ; dxn ) je duální souøadnicová bázekoteèného prostoru T�
P

M : (1.15)

Geometricky: zatímco vektor @
@x i obvykle reprezentuje ¹ipka ve smìru souøadnicové èáryx i ,

1-forma dx i je znázornìna mno¾inou ploch (vrstevnic)x i = konst.

Ka¾dou 1-formu z koteèného prostoru T�
P

M lze tedy psát � = � i dx i , pøièem¾ platí (viz (1.10)
a (1.11)), ¾e

� j = h� ;
@

@x j i ; (1.16)

vj = hdx j ; v i : (1.17)

6Ve více dimenzích je forma � reprezentována vrstevnicovými (nad)plochami.
7Srovnej s v = vi ei .
8Srovnej (1.14) s de�nicí duální báze (1.9).
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Diferenciál df funkce f jako speciální 1-formu� lze ve slo¾kách zapsatdf = � i dx i , kde podle
(1.13) je � i = hdf ; @

@x i i = @f
@xi , tak¾e

df =
@f
@xi

dx i (1.18)

a dále platí

hdf ; v i =
@f
@xi

vi : (1.19)

Geometrický význam: Diferenciál df odpovídá znázornìní funkce f pomocí ekvipotenciál
(v rùzných fyzikálních souvislostech zvaných té¾ vrstevnice, izotermy, apod.).

Poznámka: Ze vztahu (1.18) vidíme, ¾e
�

@f
@x1 ; : : : ; @f

@xn

�
jsou souøadnicové slo¾ky 1-formydf 2

T �
P

M . V prostorech se skalárním souèinem (metrikou) lze s touto 1-formou asociovat vektor
gradf 2 TP M vyjadøující smìr nejvìt¹ího rùstu f , který je kolmý na ekvipotenciály, neboli

gradf � v � gki (gradf )k vi ; (1.20)

kde

(gradf )k � gkj @f
@xj

: (1.21)

V kartézských souøadnicích vRn je pøirozená metrika triviální, toti¾gki = � ki , tak¾e slo¾ky vektoru
gradf jsou èíselnì rovny slo¾kám 1-formydf . Proto se v základních kurzech fyziky (nepøesnì)

hovoøí ovektoru gradientu, jeho¾ slo¾ky jsou
�

@f
@x1 ; : : : ; @f

@xn

�
, nikoli o 1-formì df , která má tyto

slo¾ky v¾dy.

1.2 Teèný bandl, koteèný bandl

Teèný bandl TM je sjednocení v¹ech teèných prostorù TP M ve v¹ech bodechP variety, tedy
TM �

S

P 2M
TP M . Je to opìt varieta, její¾ dimenze je 2n. Ka¾dý bod z variety TM pøitom

pøedstavuje nìjaký konkrétní teèný vektor v 2 TP M v jistém bodì P 2 M .

Koteèný bandlT �M je sjednocení v¹ech koteèných prostorù T�
P

M ve v¹ech bodechP variety, tedy
T �M �

S

P 2M
T �

P
M . Ka¾dý bod z variety T� M pøedstavuje nìjakoukonkrétní 1-formu � 2 T �

P
M

v jistém bodì P 2 M .

Obrázek 1.7: Teèný bandl TM je varieta v¹ech teèných prostorù TP M (vlevo), zatímco duální
koteèný bandl T�M je varieta v¹ech koteèných prostorù T�

P
M (vpravo).
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Pro teèný bandl platí, ¾e:

� Bod Z 2 TM jednoznaènì urèuje:

1. vektor v 2 TP M (dané velikosti a orientace)

2. bod P 2 M (v nìm¾ je v teèný k M ).

� Existuje pøirozená projekce� : TM ! M , pøièem¾ platí� (Z ) = P.

� V lokálních souøanicích má bodP 2 M souøadnicex i , vektor v má slo¾kyvi v bázi f @
@x i g.

� Bod Z 2 TM má proto pøirozené souøadnice (x1; : : : ; xn ; v1; : : : ; vn ), pøièem¾ projekce je
v souøadnicích dána jednodu¹e� (x1; : : : ; xn ; v1; : : : ; vn ) = ( x1; : : : ; xn ).

Podobnou strukturu má koteèný bandl, s tím rozdílem, ¾eZ 2 T �M pøedstavuje konkrétní 1-formu
� 2 T �

P
M lokalizovanou v daném bodì P 2 M . Jeho souøadnice jsou (x1; : : : ; xn ; � 1; : : : ; � n ),

pøièem¾� (x1; : : : ; xn ; � 1; : : : ; � n ) = ( x1; : : : ; xn ).
Pravì díky existenci projekce � mají teèný bandl TM a koteèný bandl T� M speciální strukturu.

Jsou pøíkladem tzv. fíbrovaného prostoru.

1.3 Fíbrovaný prostor

Fíbrovaný prostor je vlastnì zobecnìním kartézského souèinu. Nejsnáze lze podstatu fíbrované
struktury pøiblí¾it, pokud si pøedstavíme varietuB, do jejího¾ ka¾dého boduP 2 B je jakoby
þvlepenaÿ dal¹í varieta FP , viz obr. 1.8. Pøitom musí platit, ¾e varietyFP jsou ve v¹ech bodech
P 2 B difeomorfní 9 s nìjakou spoleènou þtypickouÿ varietouF , tj. pro 8 P; P0 2 B : FP ' FP 0 '
F . Varieta B se nazývábázová varieta, F je typický fíbr a FP je fíbr v bodì P. Sjednocení

F �
[

P 2B

FP (1.22)

pak nazývámetotální prostor. Vztah mezi totálním prostorem a bázovou varietou je pøitomdán
pøirozeným zobrazenímFP ! P ,

� : F ! B (1.23)

nazývaným kanonická projekce. Pojmem fíbrovaného prostoru tedy obecnì rozumíme strukturu
(B; �; F; F ) zahrnující bázovou varietu, kanonickou projekci, typický fíbr a totální prostor.

Obrázek 1.8: Schématické znázornìní fíbrované struktury.

Navíc je ale je¹tì po¾adována tzv. lokální souèinová struktura, tj. existence pokrytí U� bázové
variety B a soustavy difeomor�zmù

 � : � � 1(U� ) ! U � � F; (1.24)

takových, ¾e� U �
( � ) = � , pøièem¾ zobrazením� U �

je my¹lena restrikce na U� . Vágnì øeèeno,F
(pøinejmen¹ím) lokálnì vypadá jako souèinB � F , a¾ na to ¾e fíbryFP mohou být vùèi sobì trochu
þzkroucenéÿ. Soustava zobrazení � se nazýválokální trivializace.

9Dvì variety nazýváme difeomorfní, pokud mezi nimi existuje bijektivní zobrazení f a pøitom platí, ¾e f a f � 1

jsou hladká zobrazení.
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Nejjednodu¹¹ím fíbrovaným prostorem je zjevnì tzv. souèinová fíbrovaná varieta, kdy totálním
prostorem je kartézský souèin báze a fíbru, projekcí je projekce na první èlen tohoto souèinu:

� : B � F ! B : (1.25)

Ilustrace: Jednoduchými pøíklady souèinové fíbrované variety jsou válec a Möbiùv pruh. V obou
pøípadech je bázová varietaB kru¾nice (varietaS1) a typický fíbr F reálný interval ( a; b).

Ilustrace: Pøíkladem fíbrované variety je takéèasoprostor. V Aristotelovì pojetí jsou èas i prostor
pova¾ovány za absolutní a èasoprostor lze tudí¾ interpretovat jako ètyørozmìrnou varietu M 4

de�novanou kartézským souèinemM 4 = R � R3, kde t 2 R a r 2 R3. Kanonická projekce je dána

� : R � R3 ! R: (1.26)

Naproti tomu Newtonùv èasoprostor, jen¾ je charakteristický absolutním èasem av¹ak relativním
prostorem10, ji¾ není pøíkladem kartézského souèinu èasu a prostoru. Pøesto má fíbrovanou struk-
turu s kanonickou projekcí

� : M 4 ! R; (1.27)

kde M 4 znaèí ètyørozmìrnou èasoprostorovou varietu. Tato projekce pøiøazuje ka¾dé èasoprosto-
rové události Z 2 M 4 odpovídající hodnotu èasut = � (Z ). Fíbrem je v tomto pøípadì inverzní
obraz � � 1(t), kde t 2 R, tedy tøírozmìrný prostor v daném èase. Ka¾dý fíbr je difeomorfní s R3.
Fíbrovanou strukturu, av¹ak slo¾itìj¹í, mají i Minkowskéhoèasoprostor speciální teorie relativity
a zakøivený èasoprostorEinsteinovy obecné teorie relativity.

1.4 Vektorové pole a jeho integrální køivky

Vektorovým polem ve fyzice intuitivnì oznaèujeme situaci, kdy je þv ka¾dém bodì prostoru de-
�nován vektorÿ. V preciznìj¹í geometrické formulaci to zna mená, ¾e ve v¹ech teèných prostorech
TP M variety M (fíbrech nad P) existuje unikátní vektor X P , pøièem¾ þpro blízké bodyP variety
jsou vektory X P blízkéÿ. To nás pøivádí k pøesné de�nici.

De�nice:

� vektorové poleX je hladký øez11 na teèném bandlu TM

� pole 1-forem� je hladký øez na koteèném bandlu T�M .

10 Platí toti¾ známý Galileiho princip relativity.
11 Øez je hladké zobrazení X z M do T M takové, ¾e� (X ) je identické zobrazení na M , tedy � (X (P )) = P .
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Pro dal¹í výklad je dùle¾ité, ¾e ka¾dé vektorové pole automaticky generuje mno¾inu tzv. integrál-
ních køivek (ve fyzice v rùzných kontextech nazývaných þsilokøivkyÿ, þproudniceÿ atd.):

De�nice:
Integrální køivky vektorového poleX jsou køivky 
 (t) takové, ¾e teèný vektor ke
 (t) koinciduje s
X P 2 TP M , a to v ka¾dém bodìP 2 M .

Ilustrace: Integrální køivku mù¾eme pøirovnat k turistické trase lemované orientaèními ¹ipkami
udávajícími smìr a dobu dal¹ího pochodu.

Vìta : Pro spojitá vektorová pole na diferencovatelné varietì integrální køivky existují.

Dùkaz : lze podat konstruktivnì

V lokálních souøadnicích (x1; : : : ; xn ) v okolí ka¾dého boduP 2 M musí platit

dx i

dt
= X i (xk ) ; i = 1 ; : : : ; n ; (1.28)

kde dx i

dt jsou slo¾ky teèného vektoru ke køivce
 (t) � (x1(t); : : : ; xn (t)) a X i (xk ) jsou slo¾ky
vektorového pole X v bodì P, tedy X P . Tím dostáváme soustavu obyèejných diferenciálních
rovnic 1. øádu tvaru (1.28). Existence jejího øe¹eníxk (t) je zaruèena matematickou vìtou o (lokální)
existenci.

���

Obrázek 1.9: Integrální køivky vektorového pole.

Platí:

� ka¾dým bodemP 2 M prochází nìjaká integrální køivka

� integrální køivky vyplòují celou varietu (tvoøí tzv. kongruenci, která je n � 1 rozmìrná)

� integrální køivky se mohou protínat jen v bodech kdeX = 0 (tzv. singulární body).

1.5 Tok � t generovaný vektorovým polem

Vektorové pole X tedy generuje integrální køivky 
 (t). Celá kongruence (mno¾ina) tìchto køivek
de�nuje zobrazení variety M na sebe. Toto dùle¾ité zobrazení nazýváme tok generovaný polem X .

De�nice:
Tok � t generovaný vektorovým polemX je mno¾ina zobrazení �t : M ! M de�novaných

� t : 
 (t0) ! 
 (t0 + t): (1.29)
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To znamená, ¾e ka¾dý bodP � 
 (t0) variety M je posunut podél køivky
 (t) generované polem

X o vzdálenost parametrut do bodu ~P 2 M , kde ~P = 
 (t0 + t). Platí tedy d
dt � t (P)

�
�
�
t =0

= X P .

Poznámky:

� t je spojitý parametr mno¾iny v¹ech zobrazení �t

� � 0 je identita

� � t 1 + t 2 = � t 1 � � t 2 , co¾ vyjadøuje skládání zobrazení

� � � t je inverzní zobrazení k � t .

Vidíme, ¾e tok � t tvoøí jednoparametrickou spojitouLieovu grupu transformací na varietì M .

1.5.1 Zobrazení push-forward a pull-back

De�nice:
Hladké zobrazení � na varietì M indukuje dùle¾itá teèná zobrazení na (ko)teèném bandlu:12

� � � na TM : push-forward (zobrazení þpostrè vpøedÿ vektor)

� � � na T �M : pull-back (zobrazení þstáhni zpìtÿ formu)

Konkrétnì: nech» lokálnì
� : UP ! U

�( P )
(1.30)

zobrazuje bodyP 2 UP � M na body �( P) 2 U
�( P )

2 M , pak

� � : TP M ! T�( P ) M (1.31)

zobrazuje vektor v teèný ke køivce
 na vektor w � � � (v ) teèný k obrazu �( 
 ) køivky 
 .
Naopak

� � : T �
�( P )

M ! T �
P

M (1.32)

zobrazuje formu � na formu � � � � (� ) pøedpisemh� ; v i � h � ; w i , neboli

h� � (� ); v i
P

� h � ; � � (v )i
�( P )

: (1.33)

Explicitnì v souøadnicích platí
� : x i ! yj (x i ) ; (1.34)

v = vi @
@x i ) w = wj @

@yj = � � (v ) =
�

vi @yj

@xi

�
@

@yj ; (1.35)

� = � i dyi ) � = � j dx j = � � (� ) =
�

� i
@yi

@xj

�
dx j : (1.36)

Je tedy
wj = vi @yj

@xi
; (1.37)

� j = � i
@yi

@xj
; (1.38)

co¾ vyjadøuje transformaèní vlastnosti vektoru resp. 1-formy pøi pøechodu od souøadnicx i v okolí
UP k souøadnicímyj v okolí U

�( P )
.

12 Nemusí jít nutnì jen o tok � t , ale o libovolné hladké zobrazení � na varietì (tzv. difeomo r�smus). Pro vzájemnì
jednoznaèné zobrazení � lze � � i � � invertovat.
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Obrázek 1.10: Zobrazení � na varietì M pøirozenì indukuje zobrazení � � (push-forward) na
teèném bandlu TM a zobrazení � � (pull-back) na koteèném bandlu T�M .

1.5.2 Lieùv pøenos funkce, vektoru a formy

Integrální køivky vektorového pole X de�nují tok � t , co¾ je hladké zobrazení a tudí¾ indukuje
pøíslu¹nálineární zobrazení � t � (push-forward) a � �

t (pull-back).13 Tato tøi zobrazení lze pou¾ít
k de�nici Lieova pøenosu funkcí, vektorù a 1-forem.

De�nice:

� Lieùv pøenos funkcef je nová funkce ~f na varietì M de�novaná pøímo pomocí toku � t

generovaného polemX vztahem

~f ( ~P) = f (P) ; kde ~P = � t (P) : (1.39)

Funkce ~f má tedy v bodì ~P stejnou hodnotu jako pùvodní funkcef v bodì P.

� Lieùv pøenos vektorového poleY podél poleX je nové pole ~Y de�nované vztahem

~Y ( ~P) = � t � (Y (P)) : (1.40)

� Lieùv pøenos pole 1-forem� podél poleX je analogicky dán

� (P) = � �
t ( ~� ( ~P)) : (1.41)

Obrázek 1.11: Lieùv pøenos vektoru je push-forward zobrazení � t � indukované tokem � t , které je
generováno polemX . Konkrétnì: vektor ~Y ( ~P) v bodì ~P je de�nován jako teèna ke køivce �t (� (u)),
kde � (u) je køivka teèná k výchozímu vektoruY (P) v bodì P.

13 Inverzní zobrazení k � t � je � � t � a podobnì inverzní zobrazení k � �
t je � �

� t .
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1.6 Lieova derivace L X

Smyslem Lieovy derivace je charakterizovat zmìnu geometrického objektu ve smìru (podél) vek-
torového pole X . Toho se docílí tím zpùsobem, ¾e þod hodnoty velièiny v danémbodì odeèteme
hodnotu velièiny tam Lieovsky pøenesené ze vzdálenostit, tento rozdíl vydìlíme t a provedeme
limitu t ! 0ÿ. Konkrétnì tedy

� Lieova derivace funkcef je funkce

L X f � lim
t ! 0

1
t

h
f ( ~P) � ~f ( ~P)

i
; (1.42)

� Lieova derivace vektorového poleY je vektorové pole

L X Y � lim
t ! 0

1
t

h
Y ( ~P) � ~Y ( ~P)

i
; (1.43)

� Lieova derivace pole 1-forem� je pole 1-forem

L X � � lim
t ! 0

1
t

h
� ( ~P) � ~� ( ~P)

i
: (1.44)

Lze ukázat, ¾e platí následující dùle¾ité vztahy:

1. Lieova derivace funkceje pøímo rovna derivaci ve smìruX :

L X f = X (f ) =
df
dt

= hdf; X i : (1.45)

2. Platí, ¾e

L X (f Y ) = ( L X f )Y + f L X Y ; (1.46)

L X (f � ) = ( L X f )� + f L X � : (1.47)

3. Pro Lieovu derivaci zú¾eníplatí Leibnizovo pravidlo

L X h� ; Y i = hLX � ; Y i + h� ; L X Y i : (1.48)

4. Pro diferenciál platí L X (df ) = d(L X f ), tedy

L X d = dL X : (1.49)

5. De�nujeme-li Lieovu závorkuvektorových polí vztahem14

[X ; Y ] � XY � YX ; (1.50)

pak platí
L X Y = [ X ; Y ] : (1.51)

Ukazuje se, ¾e vektorová pole mají strukturuLieovy algebry, tedy ¾e:

[c1X 1 + c2X 2; Y ] = c1 [X 1; Y ] + c2 [X 2; Y ] ; (1.52)

[X ; Y ] = � [Y ; X ] ; (1.53)

[[X ; Y ] ; Z] + [[ Y ; Z] ; X ] + [[ Z; X ] ; Y ] = 0 : (1.54)

14 Zápis XY � YX má význam komutátorù operátorù daných vektory X a Y , tedy pro libovolnou funkci f platí
(XY � YX )( f ) = X (Y (f )) � Y (X (f )).
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6. Explicitní vyjádøení ve slo¾káchje

L X Y =
�

X j @Yi

@xj
� Y j @Xi

@xj

�
@

@x i ; (1.55)

L X � =
�

X j @�i
@xj

+ � j
@Xj

@xi

�
dx i : (1.56)

Dùkaz:

1. Tvrzení plyne ze vztahu (1.42), nebo» u¾itím (1.29) a (1.39) je L X f = lim t ! 0
1
t [f (
 (t0 + t)) �

f (
 (t0))], co¾ je opravdu derivace funkcef ve smìru X .

2. Vztahy dostaneme rozpisem podle de�nic (1.42), (1.43) a (1.44).

3. Dùkaz plyne z de�nice u¾itím vztahuh~� ; ~Y i = ĥ� ; Y i . Ten vyjadøuje skuteènost, ¾e pokud
f = h� ; Y i , pak ~f = h~� ; ~Y i , kde v¹echny velièiny ve druhém výrazu jsou pøíslu¹né Lieovsky
pøenesené velièiny z prvního výrazu, co¾ plyne z (1.33).

4. Lze dokázat z de�nice Lieovy derivace funkce (1.42).

5. Abychom ukázali platnost rovnice (1.51), vyu¾ijeme vztahu (1.48) aplikovaného na� = df ,
tedy na 1-formu, která je diferenciálem funkcef . Platí

hdf ; L X Y i = L X hdf ; Y i � hL X df; Y i = L X hdf ; Y i � h dL X f ; Y i =

= L X Y (f ) � h dX (f ); Y i = X (Y (f )) � Y (X (f )) = (1.57)

= ( XY � YX )( f )

a opìtovným u¾itím (1.13) také

hdf ; L X Y i = ( L X Y )( f ): (1.58)

Porovnáním vztahù (1.57) a (1.58) dostáváme

L X Y = XY � YX = [ X ; Y ] ; (1.59)

èím¾ je dùkaz hotov.

6. První vztah doká¾eme tak, ¾e levou stranou (1.55) pùsobíme na funkci f . Dále postupujeme
rozepsáním podle (1.51), (1.50), pøechodem ke slo¾kám v souøadnicové bázi a pøeznaèením
sèítacích indexù. Odmyslíme-li si nakonec funkcif , dostáváme po¾adovaný vztah:

(L X Y )( f ) = X (Y (f )) � Y (X (f )) = X i @
@x i

�
Y j @

@x j

�
f � Y j @

@x j

�
X i @

@x i

�
f =

= X i Y j @2f
@xi @xj

+ X i @Yj

@xi
@f
@xj

� Y j X i @2f
@xj @xi

� Y j @Xi

@xj
@f
@xi

= (1.60)

=
�

X i @Yj

@xi
@

@x j � Y j @Xi

@xj
@

@x i

�
f =

�
X j @Yi

@xj
� Y j @Xi

@xj

�
@

@x i f :

Pøi dùkazu (1.56) postupujeme opìt rozepsáním do slo¾ek a pøeznaèením sèítacích indexù:

L X � = L X (� i dx i ) = ( L X � i )dx i + � i L X dx i = ( L X � i )dx i + � i d(L X x i ) =

= X j @�i
@xj

dx i + � i d
�

X j @xi

@xj

�
= X j @�i

@xj
dx i + � j dX j = (1.61)

=
�

X j @�i
@xj

+ � j
@Xj

@xi

�
dx i :

���
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1.7 Diferenciální 2-formy a jejich vztah k 1-formám

De�nice: 1-forma � je lineární zobrazení: vektorX ! èíslo � (X ), viz (1.7).

De�nice: 2-forma ! je bilineární antisymetrické zobrazení: dvojice vektorùX ; Y ! èíslo! (Y ; X ),
neboli15

! (Y ; c1X 1 + c2X 2 ) = c1 ! (Y ; X 1 ) + c2 ! (Y ; X 2 ) ; (1.62)

! (X ; Y ) = � ! (Y ; X ) ; ) pro Y = X platí : (1.63)

! (X ; X ) � 0 : (1.64)

Slo¾ky! v lokální souøadnicové bázi (@
@z1 ; : : : ; @

@z2n ) jsou sadou èísel16

! �� � !
�

@
@z� ;

@
@z�

�
: (1.65)

Zjevnì platí:

! (Y ; X ) � !
�

Y � @
@z� ; X � @

@z�

�
= ! �� Y � X � ; (1.66)

pøièem¾! �� = � ! �� v dùsledku (1.63).

Vztah 2-forma ! 1-forma:

� operaceiX neboli vlo¾ení vektoruX do formy

De�nice:
Pro 1-formu � (� ) a vektor X de�nujeme

iX � = � (X) : : : 0-forma (funkce) ; (1.67)

tj. èíslo toto¾né s kontrakcíh�; X i .

Pro 2-formu ! (� ; � ) a vektor X de�nujeme

iX ! (� ) = ! (� ; X ) : : : 1-forma ; (1.68)

èekající na vektor Y , která po jeho dosazení za� dá pøíslu¹né èíslo! (Y ; X ). Ve slo¾kách
vzhledem k souøadnicímz� platí

iX � = � � X � (1.69)

(i X ! ) � = ! �� X � ; (1.70)

kde
iX ! = (i X ! ) � dz� : (1.71)

Je tedy
iY iX ! (� ; � ) � ! �� Y � X � = ! (Y ; X ) : (1.72)

15 Zavádíme jen antisymetrické 2-formy, a proto zde pro nì u¾ív áme jen zkrácené oznaèení þ2-formaÿ.
16 Øecké indexy �; �; 
; : : : nabývají hodnot 1 ; 2; : : : ; 2n odpovídající souøadnicím ( z1 ; z2 ; : : : ; z 2n ) v Hamiltonovì

formalismu (viz kapitola 3).



KAPITOLA 1. ZÁKLADY DIFERENCIÁLNÍ GEOMETRIE 21

Vztahy 1-forma ! 2-forma:

� operacevnìj¹í souèin ^

De�nice: � ^ � je 2-forma vzniklá z 1-forem� a � vztahem

� ^ � � � 
 � � � 
 � ; (1.73)

kde symbol 
 znaèí tenzorový souèin. Jinými slovy, pøi pùsobení na vektory Y , X je

(� ^ � )(Y ; X ) = � (Y )� (X ) � � (Y )� (X ) � h � ; Y ih� ; X i � h � ; Y ih� ; X i : (1.74)

{ je to zjevnì bilineární antisymetrické zobrazení, tedy 2-forma

{ evidentnì platí, ¾e

� ^ � = � � ^ � ; (1.75)

iX (� ^ � ) = ( � ^ � )( � ; X ) = � (� )� (X ) � � (� )� (X ) : (1.76)

Ve slo¾kách:

{ (dz� ) : : : tvoøí bázi v¹ech 1-forem

{ (dz� ^ dz� ) : : : tvoøí bázi v¹ech 2-forem, neboli lze vyjádøit

! = 1
2! ! �� dz� ^ dz� =

X

�<�

! �� dz� ^ dz� ; (1.77)

tak¾e

! (Y ; X ) = 1
2 ! �� (dz� 
 dz� � dz� 
 dz� )(Y ; X ) =

= 1
2 ! �� (dz� (Y ) 
 dz� (X ) � dz� (Y ) 
 dz� (X )) =

= 1
2 (! �� Y � X � � ! �� Y � X � ) = ! �� Y � X � ; (1.78)

co¾ je konzistentní s (1.66).

� operacevnìj¹í derivace d

Jedná se o zobecnìní diferenciálu funkce

f ) df =
@f
@z�

dz� : (1.79)

De�nice: vnìj¹í derivace pole 1-forem je pole 2-forem dané vlastnostmi

d(� + � ) = d� + d� ; (1.80)

d(f � ) = ( df ) ^ � + f d� ; (1.81)

d2 = 0 : (1.82)

Speciálnì pro � = f dg tedy je d� = df ^ dg. Existenci a jednoznaènost takto de�nované
operace nejlépe vidíme ve slo¾kách. Pomocí (1.80), (1.81) a(1.79) snadno doká¾eme, ¾e

� = � � dz� ) d� =
@��
@z�

dz� ^ dz� : (1.83)

V¹imnìme si, ¾e pro� = df = @f
@z� dz� odtud dostávámed� = @2 f

@z� @z� dz� ^ dz� = 0, nebo»

èlen @2 f
@z� @z� je symetrický v � a � , zatímco èlendz� ^ dz� je antisymetrický. Vlastnost d2f

zavedená v (1.82) tedy odpovídá zámìnnosti smí¹ených parciálních derivací funkcef .

Obdobnì lze de�novat také 3-formy a zobecnit vnìj¹í derivac i na 2-formy tak, ¾e platí

d(� ^ � ) = ( d� ) ^ � � � ^ (d� ) : (1.84)
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Na závìr je¹tì uveïme významnou identitu, která dává do souv islosti Lieovu a vnìj¹í derivaci.

Cartanova identita

L X = i X d + d iX : (1.85)

Dùkaz: Nech»p, q jsou libovolné funkce, potom

� pro 1-formy � = pdq:
Aplikujme Lieovu derivaci L X na 1-formu � a poté u¾ijme Leibnizova pravidla pro derivaci
souèinu, zámìnost Lieovy derivace a diferenciálu funkce viz (1.49) a de�nici diferenciálu
funkce viz (1.13):

L X � = L X (pdq) = ( L X p)dq + p(L X dq) =

= ( X (p))dq + pd(X (q)) = hdp;X i dq + pd(hdq;X i ) : (1.86)

K takto vzniklému výrazu pøiètìme a souèasnì odeètìme výrazhdq;X i dp a následnì u¾ijme
de�nice vnìj¹ího souèinu po vlo¾eníX , tedy (dp^ dq)(X ; � ), viz (1.76) a vztahù hpdq;X i =
iX (pdq) a dp ^ dq = d(pdq). Tedy

L X � = hdp;X i dq � h dq;X i dp + ( dp)hdq;X i + pd(hdq;X i ) =

= i X (dp ^ dq) + d(phdq;X i ) = (i X d + d iX )(pdq) = (i X d + d iX )� : (1.87)

� pro 2-formy tvaru ! = dp ^ dq:
Provedením obdobných úprav, u¾itím (1.87) a uvá¾ením identity d2 � 0, viz (1.82), spoèteme

L X ! = L X (dp ^ dq) = L X (d(pdq)) = d(L X (pdq)) =

= d(i X d(pdq) + d iX (pdq)) = d iX (dp ^ dq) + d2 iX (pdq) = (1.88)

= d iX ! = (i X d + d iX )! ;

proto¾e
iX d! = i X d(dp ^ dq) = i X (d2p ^ dq � dp ^ d2q) = 0 : (1.89)

� pro obecné 2-formy = f j ! j :
Díky linearitì a vztahu (1.88) platí

L X  = ( L X f j )! j + f j L X ! j = (i X df j )! j + f j (i X d! j + d iX ! j ) =

= (i X df j )! j � (df j ) ^ iX ! j + ( df j ) ^ iX ! j + f j d iX ! j = (1.90)

= i X [d(f j ! j )] + d(f j iX ! j ) = (i X d + d iX ) :

���



Kapitola 2

Geometrická formulace
Lagrangeovy mechaniky

V této kapitole uká¾eme, ¾e pøirozenou arénou Lagrangeovy mechaniky je teèný bandl TQ kon�-
guraèní variety Q, a ¾e dynamický vývoj je urèen vektorovým polemX , které øe¹í Lagrangeovy
rovnice v geometrickém tvaru L X � L = dL: Integrální køivky 
 (t) tohoto pole urèují fázový por-
trét daného systému. Zformulujeme a doká¾eme významný teorém Emmy Noetherové, který dává
do souvislosti symetrie Lagrangeovy funkce a zákony zachování.

2.1 Fázový portrét: dynamický systém coby vektorové pole

Fázový portrét je znázornìní mo¾ného vývoje systému v grafu rychlost versus poloha, tedy v(x).
Prostor parametrù (x; v) nazýváme té¾ þrychlostní fázový prostorÿ.

� jedná se o mno¾inu køivek
 (t): ka¾dým nesingulárním bodem prochází právì jedna køivka

� ka¾dá køivka je jednoznaènì urèena poèáteèními podmínkami(x0; v0)

� bod v rychlostním fázovém prostoru (x; v) urèuje fyzikální stav systému

Zmínìné køivky 
 (t) vývoje systému lze chápat jako integrální køivky speciálního vektorového
pole X , které nazývámedynamické vektorové pole. To je (pro pøípadn = 1) urèeno výrazem

X =
d
dt

= v
@

@x
+ a

@
@v

; (2.1)

kde v je okam¾itá rychlost aa je zrychlení èástice, je¾ je v konkrétním pøípadì urèeno Newtonovou
pohybovou rovnicí ma = F .

Ve smyslu operátoru aplikovaného na libovolnou funkcif tedy platí

X (f ) �
df
dt

= v
@f
@x

+
F
m

@f
@v

; (2.2)

tak¾e slo¾ky dynamického vektorového pole v rychlostním fázovém prostoru s nezávislými souøad-
nicemi x, v jsou X =

�
v; F

m

�
. Odtud lze urèit integrální køivky 
 (t) øe¹ením soustavy rovnic

dx i

dt
= X i (xk ) ; (2.3)

viz rovnice (1.28), kde souøadnice jsou (x1; x2) � (x; v). Explicitnì tedy je

dx
dt

= v; (2.4)

dv
dt

=
F
m

: (2.5)

23



KAPITOLA 2. GEOMETRICKÁ FORMULACE LAGRANGEOVY MECHANIKY 24

Øe¹ením soustavy (2.4), (2.5) dostáváme èasový vývoj systému x(t), v(t) v rychlostním fázovém
prostoru.

Pøíklad: volný pád: F = mg, tak¾e (2.1) je

X = v
@

@x
+ g

@
@v

: (2.6)

Integrální køivky fázového portrétu jsou paraboly. Opravdu, øe¹ení urèené rovnicemi (2.4), (2.5) je

x = 1
2 gt2 + v0t + x0; v = gt + v0; (2.7)

(kde v0, x0 jsou integraèní konstanty) tak¾e vylouèenímt dostáváme

x =
g
2

�
v � v0

g

� 2

+ v0

�
v � v0

g

�
+ x0 =

1
2g

v2 +
�

x0 �
v2

0

2g

�
: (2.8)

Fázový portrét je znázornìn na obrázku 2.1.

Obrázek 2.1: Dynamické vektorové pole a fázový portrét volného pádu.

Pøíklad: harmonický oscilátor: F = � kx, tak¾e

X = v
@

@x
� ! 2x

@
@v

; kde ! 2 =
k
m

: (2.9)

Integrální køivky jsou elipsy, tedy uzavøené køivky se singulárním bodem vx = 0, nebo» øe¹ení
soustavy (2.4), (2.5) nyní je

x = A cos(!t + � ); v = � A! sin(!t + � ); (2.10)

(A, � jsou konstanty) a vylouèenímt opravdu dostáváme

� x
A

� 2
+

� v
A!

� 2
= 1 ; (2.11)

viz obrázek 2.2.
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Obrázek 2.2: Dynamické vektorové pole a fázový portrét harmonického oscilátoru.

Pøíklad: matematické kyvadlo: F = � mg sin ' . Rychlostní fázový prostor je nyní urèen úhlovými
parametry ('; ! ), tak¾e dynamické vektorové poleX = ! @

@' + " @
@! má tvar

X = !
@

@'
�

g
l

sin '
@

@!
; (2.12)

nebo» pohybové rovnice urèují, ¾e úhlové zrychlení" = � g
l sin ' . Fázový portrét je znázornìn na

obrázku 2.3.

Obrázek 2.3: Dynamické vektorové pole a fázový portrét matematického kyvadla.

Závìr: Vidíme, ¾e øe¹ení úlohy v teoretické mechanice je mo¾né pøevést na nalezení odpovídajícího
(unikátního) dynamického vektorového poleX v rychlostním fázovém prostoru. PoleX je pøitom
geometrický objekt, který existuje nezávisle na konkrétních souøadnicíchrychlostního fázového
prostoru. Lze tedy v principu pou¾ít libovolné zobecnìné souøadnice kon�guraèní variety. Uká¾eme
nyní, ¾e poleX je opravdu urèeno geometricky, a to Lagrangeovými rovnicemi.
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2.2 Základní geometrické objekty Lagrangeova formalismu

Výklad lagrangeovské mechaniky v jazyce diferenciální geometrie zaèneme de�nicí nìkolika dùle-
¾itých pojmù:

� kon�guraèní varieta Q je varieta v¹ech mo¾ných poloh (tvarù) daného systému parametri-
zovaná zobecnìnými souøadnicemi (q1; : : : ; qn ), pøièem¾n je poèet stupòù volnosti systému

� teèný bandlTQ, neboli rychlostní fázový prostor, je fíbrovaná varieta dimenze 2n paramet-
rizovaná souøadnicemi (q1; : : : ; qn ; _q1; : : : ; _qn ), kde q1; : : : ; qn urèují souøadnice konkrétního
bodu P na varietì Q a slo¾ky _q1; : : : ; _qn speci�kují konkrétní vektor z teèného prostoru TP Q,
neboli v = _qj @

@qj (zdùraznìme, ¾e _qj oznaèuje souøadnice, nikoli èasovou derivaci funkce)

� Lagrangeova funkceL je skalární funkce na teèném bandlu TQ, tedy zobrazení1 L : TQ ! R

� dynamické vektorové poleX � d
d t na TQ je vektorové pole, které je urèeno Lagrangeovou

funkcí L ; jeho integrální køivky 
 (t) urèují fázový portrét, tj. udávají èasový vývoj systému.

Ilustrace: matematické kyvadlo

Kon�guraèní varietou Q matematického kyvadla je kru¾nice, tedy varietaS1. Na jejím teèném
bandlu TQ = T S1 je de�nována Lagrangeova funkceL , která má v pøirozených souøadnicích tvar
L ('; _' ) daný

L = 1
2 ml 2 _' 2 + mgl cos': (2.13)

Ta jednoznaènì urèuje dynamické vektorové poleX , neboli daným bodemZ 2 TS1 prochází právì
jedna integrální køivka s teènouX Z odpovídající konkrétnímu vývoji, viz obrázek 2.4.

Obrázek 2.4: Integrální køivky na teèném bandlu TS1 matematického kyvadla.

Poznámka: Uvìdomme si, ¾e vektorové poleX ve skuteènosti le¾í v teèném bandlu T(TQ), nikoli
pøímo v TQ. V pøípadì matematického kyvadla tedy v T(T S1). Proto je to hladký øez na T(TQ).

1Pokud je Lagrangeova funkce navíc také èasovì závislá, plat í L : T Q � R ! R. (Pokud neexistuje potenciál V ,
jsou pùsobící síly popsány 1-formami � = F i dx i = Q j dqj .)
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2.3 Lagrangeovská vektorová pole na TQ

Cílem lagrangeovského popisu je nalézt unikátní køivku� (t) na kon�guraèní varietì Q urèující
vývoj systému pøi daných poèáteèních podmínkách. Tuto køivku získáme projekcí� køivky 
 (t)
le¾ící na varietì TQ. Pøipomeòme, ¾e teèný bandl TQ je fíbrovaný prostor s bází Q (viz ka-
pitola 1.3), a proto � (t) = � (
 (t)). V lokálních souøadnicích máme� (t) � (q1(t); : : : ; qn (t)) a

 (t) � (q1(t); : : : ; qn (t); _q1(t); : : : ; _qn (t)).

V daném bodì P � � (t0) 2 Q pøitom teèna ke køivce� (t) urèuje rychlost systému popsanou
vektorem v 2 TP Q, jen¾ má v souøadnicové bázi tvarv = vj @

@qj = dqj

dt (t0) @
@qj . Tím je ov¹em

jednoznaènì urèen odpovídající bodZ � 
 (t0) 2 TQ, nebo» obecnì musí platitv = _qj (t0) @
@qj . Po-

rovnáním obou vyjádøení vektoruv pro ka¾dou hodnotu parametrut0 odtud dostáváme podmínky
konzistence ve tvaru2

_qj (t) =
dqj (t)

dt
: (2.14)

Pouze takové køivky
 (t) na TQ splòující vztah (2.14) mohou konzistentnì odpovídat pøíslu¹né
køivce� (t) na Q | pak øíkáme, ¾e 
 (t) je þzdvihemÿ � (t), zatímco � (t) je þprojekcíÿ 
 (t).

V Lagrangeovì geometrickém formalismu se tedy musíme omezit jen na speciální dynamická
vektorová pole X na TQ, aby jimi generované integrální køivky
 (t) automaticky splòovaly pod-
mínky (2.14). Proto¾e obecnì platí

X (f ) �
df
dt

=
dqj (t)

dt
@f
@qj

+
d _qj (t)

dt
@f
@_qj ; (2.15)

viz (1.4), omezení daná (2.14) implikují

X = _qj @
@qj + W j (qi ; _qi )

@
@_qj ; (2.16)

nebo» jsme identi�kovali

dqj

dt
= _qj ; (2.17)

d _qj

dt
= W j (qi ; _qi ): (2.18)

Speciální vektorová pole3 tvaru (2.16) se nazývají pole druhého øádu. Dynamické vektorové pole
v Lagrangeovì popisu tedy musí být polem druhého øádu, aby dávalo konzistentní øe¹ení pohybo-
vých rovnic. Rychlostní fázový prostor TQ má sice dimenzi 2n, ale díky implicitní vazbì (2.14)
implikující (2.16) se efektivnì redukuje na n nezávislých promìnných kon�guraèní variety Q.

Pro danou trajektorii � (t) � (q1(t); : : : ; qn (t)) na Q díky (2.17), (2.18) platí d2 qj

dt 2 = d _qj

dt = W j ,
tak¾e funkceW j vyjadøují slo¾ky okam¾itého zrychlení systému. Dynamickyje toto zrychlení
urèeno pohybovými rovnicemi v zobecnìných souøadnicích, tedy Lagrangeovými rovnicemi II.

druhu, neboli d
dt

�
@L
@_qi

�
� @L

@qi = 0, kde L(qj ; _qj ) je pøíslu¹ná Lagrangeova funkce. Explicitním

rozpisem úplné èasové derivace v prvním èlenu dostáváme

@2L
@_qj @_qi

d _qj

dt
+

@2L
@qj @_qi

dqj

dt
�

@L
@qi

= 0 ; (2.19)

tak¾e funkceW j jsou øe¹ením lineární soustavy rovnic

A ji W j = Ci � B ji _qj ; (2.20)

2Opìt zdùraznìme koncepèní rozdíl mezi funkcí _ qj (t ), souøadnicí _qj a derivací dqj ( t )
d t funkce qj (t ).

3Pøipomeòme, ¾e obecné (hladké) vektorové pole na TQ má tvar X = V j @
@qj + W j @

@_qj , kde V j a W j jsou

libovolné (hladké) funkce souøadnic qi a _qi . Pro pole druhého øádu je speciálnì V j = _qj .



KAPITOLA 2. GEOMETRICKÁ FORMULACE LAGRANGEOVY MECHANIKY 28

kde

A ji =
@2L

@_qj @_qi ; B ji =
@2L

@qj @_qi ; Ci =
@L
@qi

; (2.21)

jsou funkce na TQ urèené Lagrangeovou funkcí.4 Vektorová pole X druhého øádu na TQ, tedy
tvaru (2.16), kde funkce W j jsou dány vztahem (2.20), nazývámelagrangeovská vektorová pole.
Integrální køivky právì takových polí urèují dynamiku soustavy v Lagrangeovì formalizmu.

Poznámka: Vektorové pole X druhého øádu lze de�novat i v èistì geometrické øeèi vztahem

S(X ) = � ; (2.22)

kde S je tzv. vertikální endomor�zmus a � je Liouvillovo pole, co¾ jsoukanonická tenzorová pole
na teèném bandlu TM . Zde S je vertikální lift 5 jednotkového tenzoru typu

�
1
1

�
, pro nìj¾ platí

S
�

@
@x j

�
=

@
@vj ; S

�
@

@vj

�
= 0 ; S

�
dx j �

= 0 ; S
�
dvj �

= dx j ; (2.23)

a � je speci�cké vertikální pole6, které má v lokálních souøadnicích tvar

� = vj @
@vj : (2.24)

Aplikací (2.23) na vektorové pole v obecném tvaru

X = V j (x i ; vi )
@

@x j + W j (x i ; vi )
@

@vj (2.25)

dostáváme

S (X ) = V j (x i ; vi )
@

@vj : (2.26)

Je vidìt, ¾e geometrický vztah (2.22) implikujeV j = vj , a je tedy ekvivalentní soustavì

dx j

dt
= vj ;

dvj

dt
= W j (x i ; vi ); (2.27)

co¾ odpovídá rovnicím (2.17) a (2.18).

2.4 Geometrická podoba Lagrangeových rovnic

Nyní mù¾eme pøejít k otázce, jak nalézt zmínìné unikátní dynamické vektorové poleX pøíslu¹né
dané Lagrangeovì funkci L na teèném bandlu TQ. Uká¾eme, ¾e toto pole musí splòovat rovnici

L X � L = dL; (2.28)

co¾ je geometricky vyjádøenáLagrangeova rovnice, její¾ význam si nejprve ozøejmíme.
Levou stranu (2.28) tvoøí Lieova derivace tzv.Lagrangeovy 1-formy podle námi hledaného

vektorového poleX (které musí být druhého øádu). Lagrangeova 1-forma je speciální 1-forma na
TQ de�novaná v lokálních zobecnìných souøadnicích výrazem

� L �
@L
@_qj dqj : (2.29)

4Matice A je invertibilní kdy¾ má nenulový determinant det A zvaný hessián; takový systém je nedegenerovaný.
5Vertikální lift je procedura, která z tenzorovného pole typ u

�
1
1

�
na M vygeneruje tenzorové pole stejného typu

na T M . Více informací lze nalézt napø. v [3], kapitola 17.5.
6Vertikálním polem nazýváme takové pole, které má pouze slo¾ ky @

@v j .
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V¹imnìme si, ¾e tato 1-forma, narozdíl od obecné 1-formy7, má pouze slo¾ky tvarudqj . Striktnì
vzato, jedná se o pole 1-forem, které jsou øezem T� (T Q).

Dùkaz platnosti rovnice (2.28). Uva¾me Lieovu derivaci Lagrangeovy 1-formy podél obecného
vektorového poleX . Aplikací Leibnizova pravidla dostaneme

L X � L = L X

�
@L
@_qj dqj

�
=

�
L X

@L
@_qj

�
dqj +

@L
@_qj L X

�
dqj �

: (2.30)

Dále vyu¾ijeme vztahuL X f � X (f ) � df
dt , viz (1.45), a skuteènosti, ¾eL X a d komutují, viz (1.49),

L X � L =
�

d
dt

�
@L
@_qj

��
dqj +

@L
@_qj d

�
dqj

dt

�
=

�
d
dt

�
@L
@_qj

��
dqj +

@L
@_qj d _qj : (2.31)

Nyní pou¾ijeme Lagrangeovy rovnice II. druhu v obvyklém souøadnicovém zápisud
dt

�
@L
@_qj

�
= @L

@qj ,

které popisují dynamiku systému (viz pøedná¹ka OFY003). Díky nim ihned dostáváme

L X � L =
@L
@qj

dqj +
@L
@_qj d _qj = dL; (2.32)

kde v posledním kroku jsme pou¾ili výraz (1.18) pro diferenciál Lagrangeovy funkceL(qj ; _qj ). Tím
jsme ovìøili platnost vztahu (2.28) reprezentujícího Lagrangeovy rovnice v èistì geometrické øeèi,
tedy jako vztahu mezi geometrickými objekty na TQ, jen¾ je zcela nezávislý na souøadnicích.

���

Pøipomeòme znovu význam rovnice (2.28): pro zadanou Lagrangeovu funkci L (urèující jak
1-formu � L , tak 1-formu dL) hledáme takové unikátní vektorové poleX druhého øádu, aby platil
vztah (2.28). Integrální køivky 
 (t) takového pole X pak urèují fyzikální vývoj daného systému.

Ilustrace: pohyb èástice v potenciáluV (q) v jedné dimenzi

Lagrangeova funkce má tvar
L = 1

2 m _q2 � V (q) (2.33)

a pro Lagrangeovu formu (2.29) tedy platí

� L = m _qdq: (2.34)

Dále je
dL = � V 0dq + m _qd _q: (2.35)

Na¹ím cílem je nyní najít pole

X = X 1 @
@q

+ X 2 @
@_q

; (2.36)

takové aby platilo (2.28), pøièem¾X 1 = _q a funkci X 2(q; _q) hledáme. Obecnì platí (1.56), tedy

L X � =
�

X j @�i
@xj

+ � j
@Xj

@xi

�
dx i ; (2.37)

kde nyní � = � L , tak¾e pro (x1; x2) = ( q; _q); � = ( � 1; � 2) = ( m _q;0) je

L X � L =
�

X 1 @�1
@q

+ X 2 @�1
@_q

+ � 1
@X1

@q
+ � 2

@X2

@q

�
dq +

�
X 1 @�2

@q
+ X 2 @�2

@_q
+ � 1

@X1

@_q
+ � 2

@X2

@_q

�
d _q (2.38)

=
�

mX 2 + m _q
@X1

@q

�
dq + m _q

@X1

@_q
d _q:

7Pøipomeòme, ¾e obecná 1-forma na TQ má tvar � = � 1dq1 + : : : + � n dqn + � 1d _q1 + : : : + � n d _qn .
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Porovnáním s dL z výrazu (2.35) ji¾ mù¾eme snadno vyjádøit obì slo¾ky hladaného vektorového
pole X , nebo» musí platit

X 2 + _q
@X1

@q
= �

1
m

V 0;

@X1

@_q
= 1 : (2.39)

Proto¾eX 1 = _q, je druhá rovnice identicky splnìna a první rovnice pøímo urèuje X 2:

X 1 = _q;

X 2 = �
1
m

V 0: (2.40)

Jako speciální ilustrace lze uvá¾it

� volnou èástici Proto¾eV = 0 ; q = x, je

X = _x
@

@x
(2.41)

a integrální køivky 
 (t) systému jsou dány diferenciálními rovnicemi

dx
dt

= X 1 = _x;

d _x
dt

= X 2 = 0 ; (2.42)

jejich¾ integrací dostáváme

_x = v0 = konst:

x = v0t + x0: (2.43)

� volný pád Potenciál je dán výrazemV (x) = � mgx; tak¾e pole je dle (2.40) dáno

X = _x
@

@x
+ g

@
@_x

; (2.44)

z nìho¾ dále dostáváme diferenciální výrazy pro integrálníkøivky

dx
dt

= X 1 = _x;

d _x
dt

= X 2 = g; (2.45)

jejich¾ øe¹ením je

_x = gt + v0;

x = 1
2 qt2 + v0t + x0: (2.46)
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2.5 Teorém Emmy Noetherové

Pøedpokládejme, ¾e na TQ jsou dány:

� L Lagrangeova funkce systému

� X dynamické vektorové pole generující tok �
X

t

� Z dal¹í vektorové pole generující tok �
Z

� .

Pole Z na TQ odpovídá bodové transformacina Q, tedy zobrazení qj ! q0k = q0k (qj ; � ).

Bodová transformace naQ je generována vektorovým polemZQ takovým, ¾edqk

d� = Z k (qj ), neboli

Z k = @q0k

@� j � =0 .

Ilustrace: translace v osex o vzdálenost� je x0 = x + � , y0 = y. Generátorem této translace je

ZQ =
@

@x
: (2.47)

Ilustrace: rotace kolem poèátku o úhel� je r 0 = r , ' 0 = ' + � . Generátorem této rotace je

ZQ =
@

@'
: (2.48)

Vektorové pole ZQ = Z k @
@qk þ¾ijeÿ naQ, zatímco poleZ je jeho roz¹íøením na TQ. Geometrický

význam roz¹íøení poleZQ na Z spoèívá v tom, ¾e zatímco poleZQ generuje tok � � na kon�guraèní
varietì Q, pole Z generuje odpovídající tok (� � ; � � � ) na teèném bandlu TQ, kde � � � je pøíslu¹ný
push-forward teèného prostoru.

To znamená, ¾e integrální køivky poleZ jsou urèeny (qj ; _qj ) ! (qj
� ; _qj

� ) �
�
� � (qj ); � � � ( _qj )

�
.

Explicitní vyjádøení pole Z najdeme následujícím zpùsobem. PoleZ musí být tvaru

Z = Z k @
@qk + _Z k @

@_qk : (2.49)

Zadáním Z k (ql ), co¾ jsou slo¾kyZQ , jsou slo¾ky_Z k ji¾ jednoznaènì urèeny. Musí toti¾ platit

_Z k =
d
dt

Z k �
ql (t)

�
=

@Zk

@ql
_ql ; (2.50)

kde ql (t) je souøadnicové vyjádøení libovolné køivky urèující teèný vektor v 2 T P Q se slo¾kami _ql .
(Výraz (2.51) odpovídá transformaci (1.35) slo¾ek vektorupomocí zobrazení push-forward.) Pro
Z tedy dostáváme

Z = Z k @
@qk +

@Zk

@ql
_ql @

@_qk : (2.51)

Nyní ji¾ mù¾eme teorém Emmy Noetherové formulovat, a to následujícím zpùsobem:
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Teorém: Jestli¾e se hodnota Lagrangeovy funkceL nemìní podél køivekZ, neboli

L Z L = 0 ; (2.52)

pak funkce g daná vztahem
g = h� L ; Zi (2.53)

má stále stejnou hodnotu podél køivekX (tedy pøi vývoji systému), tj. platí

L X g = 0 ; (2.54)

co¾ odpovídá de�niciintegrálu pohybu.

Abychom mohli ukázat platnost vysloveného teorému, doká¾eme nejprve pomocné tvrzení:

Lemma: Platí, ¾e
h� L ; [Z; X ]i = 0 : (2.55)

Dùkaz lemmatu: Pøipomeòme, ¾e vektorová poleX a Z jsou, viz (2.16) a (2.51),

X = _qj @
@qj + W j @

@_qj ;

Z = Z k @
@qk +

@Zk

@ql
_ql @

@_qk : (2.56)

Také si uvìdomme, ¾e zde mù¾eme vynechat v¹echny èleny tvaru@@_qk . Opravdu: proto¾e� L � dqj ,
viz de�nice (2.29), platí

h� L ;
@

@_qk i = 0 ; (2.57)

tak¾e èleny tvaru @
@_qk jsou v rámci tohoto dùkazu dále irelevantní. Poèítejme nyníkomutátor 8

[Z; X ] � ZX � XZ � Z k @_qj

@qk

@
@qj +

@Zk

@ql
_ql @_qj

@_qk

@
@qj � _qj @Z k

@qj

@
@qk � W j @Z k

@_qj

@
@qk : (2.58)

Ve výrazu (2.58) se nevyskytují èleny obsahující druhé derivace, nebo» se v komutátoru navzájem
odeètou. Opravdu, obecnì platí, ¾e

[a
@
@x

; b
@
@y

] � a
@
@x

b
@
@y

� b
@
@y

a
@
@x

= a
@b
@x

@
@y

+ ab
@2

@x@y
� b

@a
@y

@
@x

� ba
@2

@y@x
(2.59)

a èleny s druhou derivací (2. a 4. èlen) se tedy odeètou.
Výraz (2.58) mù¾eme dále upravit, uvìdomíme-li si, ¾e@_qj

@qk = 0, @_qj

@_qk = � j
k a @Z k

@_qj = 0, proto¾e

Z k (ql ). Je tedy

[Z; X ] �
@Zk

@ql
_ql @

@qk � _qj @Zk

@qj
@

@qk : (2.60)

Nyní ji¾ staèí jen pøeznaèit sèítací indexj v druhém èlenu zal a ihned vidíme, ¾e [Z; X ] � 0. Jak
jsme tedy ukázali, komutátor [Z; X ] má obecnì jenom komponenty @

@_qk , a v dùsledku (2.57) musí
platit h� L ; [Z; X ]i = 0, èím¾ je dùkaz lemmatu dokonèen.

���
8Právì kvùli vynechání nìkterých èlenù, které po zú¾ení s � L vypadnou, pí¹eme znaménko � místo =.
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Dùkaz teorému Emmy Noetherové: Koneènì mù¾eme elegantnì s vyu¾itím právì dokázaného
lemmatu ukázat platnost teorému, nebo» u¾itím (1.48), Lagrangeových rovnic (2.28) a (1.51) je

L X g = L X h� L ; Zi = hLX � L ; Zi + h� L ; L X Zi =

= hdL; Zi + h� L ; [X ; Z]i = Z(L ) + 0 � L Z L = 0 : (2.61)

���

Ilustrace: invariance L vùèi translaci. Generátor translace je (2.47), tedy

ZQ =
@
@x

= Z: (2.62)

Napøíklad Lagrangeova funkce
L = 1

2 m( _x2 + _y2) � V (y) (2.63)

je vùèi ní zøejmì invariantní, tak¾e platí

g = h� L ; Zi = hm _x dx + m _y dy;
@

@x
i = m _x: (2.64)

Rovnice (2.54) v tomto pøípadì vyjadøujezákon zachování hybnosti.

Ilustrace: invariance L vùèi rotaci. Generátor rotace je (2.48), tedy

ZQ =
@

@'
= Z: (2.65)

Napøíklad pro Lagrangeovu funkci tvaru

L = 1
2 m( _r 2 + r 2 _' 2) � V (r ) (2.66)

dostáváme

g = h� L ; Zi = hm _r dr + mr 2 _' d';
@

@'
i = mr 2 _'; (2.67)

tedy teorém Emmy Noetherové implikuje zachování momentu hybnosti.
Je ilustrativní podívat se na tuté¾ situaci také z pohledu kartézských souøadnic. V nich je

generátor rotacex0 = x cos� � y sin � , y0 = x sin � + y cos� dán

ZQ = x
@
@y

� y
@

@x
; (2.68)

tak¾eZ ji¾ nemá stejný tvar jakoZQ :

Z = x
@
@y

� y
@

@x
+ _x

@
@_y

� _y
@

@_x
: (2.69)

Odtud pro L = 1
2 m

�
_x2 + _y2

�
� V (x; y) dostáváme

g = h� L ; Zi = hm _x dx + m _y dy; Zi = m(x _y � y _x); (2.70)

co¾ je opìt zákon zachování momentu hybnosti, nyní ov¹em vyjádøený v kartézských souøadnicích.



Kapitola 3

Geometrická formulace
Hamiltonovy mechaniky

V této kapitole zjistíme, ¾e pøechod od Lagrangeovy k Hamiltonovì formulaci mechaniky geome-
tricky odpovídá Legendreovì duální transformaci mezi teèným bandlem TQ a koteèným bandlem
T �Q kon�guraèní variety Q. Poté uká¾eme, ¾e pøirozenou arénou Hamiltonovy mechanikyje fázový
prostor, který je vybaven symplektickou strukturou, to zna mená, ¾e na nìm existuje symplektická
2-forma ! . Hamiltonovy rovnice mají tvar i X ! = dH , co¾ je geometrická rovnice pro hamilto-
novské vektorové poleX , jeho¾ integrální køivky
 (t) urèují vývoj systému ve fázovém prostoru.
Uká¾eme také geometrický význam Poissonových závorek a kanonických transformací.

3.1 Legendreova duální transformace

Velmi struènì øeèeno, z geometrického hlediska mù¾eme oba zásadní pøístupy k mechanice |
Lagrangeùv a Hamiltonùv | shrnout takto:

Lagrange: klíèová je funkceL na TQ, co¾ je teèný bandl varietyQ,
Hamilton: klíèová je funkceH na T � Q, co¾ je koteèný bandl varietyQ.

Oba fíbrované prostory TQ a T �Q jsou dobré nosièe dynamiky, nebo»separují trajektorie vývoje,
to znamená, ¾e ka¾dým jejich bodem prochází právì jedna køivka vývoje 
 (t).

Pøechod _qj ! pj , jak ho známe z klasických uèebnic teoretické mechaniky, není pouhá ÿzmìna
souøadnicÿ na teèném bandlu TQ, ale je to (lokální souøadnicová) reprezentace zobrazení

TQ ! T �Q ; (3.1)

tedy identi�kace vektoru v v bodì P (se slo¾kami _qj ) s odpovídající 1-formou� v tomté¾ bodìP
(se slo¾kamipj ).

Obecnìji: zámìna L $ H odpovídá zobrazení TQ $ T �Q identi�kující _qj $ pj pomocí vztahù

pj =
@L
@_qj ; _qj =

@H
@pj

: (3.2)

34



KAPITOLA 3. GEOMETRICKÁ FORMULACE HAMILTONOVY MECHANIKY 35

Schematicky tedy platí

R R

" L " H

(qj ; _qj ) = Z 2 TQ  ! T � Q 3 Z � = ( qj ; pj )

& � � .

(qj ) = P 2 Q

Vztah L(qj ; _qj ) $ H (qj ; pj ) je pøitom explicitnì dán známým výrazem (viz OFY003)

H (qj ; pj ) � pi _qi (qj ; pj ) � eL (qj ; pj ) ; (3.3)

kde eL(qj ; pj ) je funkce L(qi ; _qi ), v ní¾ je dosazeno _qi (qj ; pj ) inverzí pj = @L
@_qj , viz (3.2).

Geometricky názorná interpretace vztahu mezi L a H

Pro jednoduchost uva¾ujme jen dimenzin = 1 a potlaème psaní q (budeme v¹ak i nadále psát
parciální derivace).

Mìjme tedy libovolnou funkci L (v) a po vzoru (3.3) zaveïme novou funkci

H (p) = p v(p) � L (v(p)) ; (3.4)

kde

p(v) =
@L
@v

: (3.5)

Lagrangeùv a Hamiltonùv popis je pak ekvivalentní vyjádøení tého¾ grafu, viz obrázek 3.1,

� buï dvojicí ( v; L) � (vodorovná osa, svislá osa),

� nebo dvojicí (p; H ) � (þsmìrnice teènyÿ, þ� absolutní èlen teènyÿ).

Opravdu: obecná pøímka je tvaruy = kx + q, zde tedy L (v0) = p0v0 � H (p0), neboli H (p0) =
p0v0 � L (v0). Funkce L(v) je proto obalová køivka teèenparametrizovaných dvojicí (p; H (p)).

Funkce L(v) a H (p) jsou ekvivalentní, nebo» naopak platí

L (v) = p(v)v � H (p(v)) : (3.6)

Opravdu, z (3.4) plyne
@H
@p

= v(p) + p
@v
@p

�
@L
@v

@v
@p

: (3.7)

Proto¾e ale@L
@v = p, dostáváme

v(p) =
@H
@p

: (3.8)

Poznámky:

� pøechodL $ H daný vztahem (3.4) funguje dobøe, dokud se v grafu neobjeví in
exní bod;
je tedy regulární jen v bodech, kde@p

@v = @2 L
@v2 6= 0

� obecnì lze Legendreovu transformaci (3.3) u¾ít pokud je hessián det
�

@2 L
@_qj @_qi

�
6= 0, viz také

øe¹ení rovnice (2.20)
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Obrázek 3.1: Názorná ilustrace vztahu meziL a H .

Dal¹í dùsledky Legendreovy duality:

Legendreovým obrazem Lagrangeovy 1-formy� L de�nované na TQ (pøesnìji � L 2 T � (T Q)) vzta-
hem (2.29), tedy

� L =
@L
@_qj dqj ; (3.9)

je významná Cartanova 1-forma� 0 :

De�nice: kanonická Cartanova 1-forma � 0 na T �Q (pøesnìji � 0 2 T � (T � Q)) je de�nována vzta-
hem

� 0 = pj dqj : (3.10)

Její geometrická dùle¾itost spoèívá v tom, ¾e

� existuje globálnì na celém T�Q

� nezávisí na konkrétní funkci L

� je jednoznaènì a pøirozenì urèena fíbrovanou strukturou koteèného bandlu T� Q

Podobnì lze Legendreovu dualitu aplikovat i na integrální køivky dynamickéko vektorového pole
X � d

d t urèují vývoj daného systému. V Lagrangeovì formalismu na TQ je

XL = _qj @
@qj + W j (qi ; _qi )

@
@_qj ; (3.11)

kde W j (qi ; _qi ) je kontrétní (obvykle slo¾itá) funkce daná Lagrangeovýmipohybovými rovnicemi
viz (2.20). Naproti tomu ve formalismu Hamiltonovì na T �Q platí

XH =
dqj

dt
@

@qj +
dpj

dt
@

@pj
; (3.12)

kde dqj

dt a dpj

dt jsou urèeny Hamiltonovými kanonickými rovnicemi dqj

dt = @H
@pj

a dpj

dt = � @H
@qj , tedy

XH =
@H
@pj

@
@qj �

@H
@qj

@
@pj

: (3.13)

Na T �Q je proto vývoj systému urèen trajektoriemi (qj (t); pj (t)), co¾ jsou integrální køivky pøiro-
zeného vektorového poleXH = ( @H

@pj
; � @H

@qj ).
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3.2 Jednotné souøadnice na T �Q a symplektická matice

Je výhodné zavéstjednotné znaèení lokálních souøadnicna koteèném bandlu T� Q dimenze 2n
vztahem

(z1; : : : ; zn ; zn +1 ; : : : ; z2n ) � (q1; : : : ; qn ; p1; : : : ; pn ); (3.14)

tedy
zj = qj ;

zj + n = pj ; j = 1 ; : : : ; n : (3.15)

Prvních n parametrù pøedstavuje zobecnìné souøadnice, zatímco druhá n-tice parametrù jsou
odpovídající kanonicky sdru¾ené hybnosti. Potom je mo¾né Hamiltonovy kanonické rovnice pøepsat
do podoby

_z� =
@H

@z� + n ; � = 1 ; : : : ; n ; (3.16)

_z� = �
@H

@z� � n ; � = n + 1 ; : : : ; 2n : (3.17)

Oba výrazy jsou stejné a¾ na znaménka. Nabízí se proto zavésttzv. symplektickou matici ! �� typu
2n � 2n, její¾ prvky jsou 0, +1 nebo -1 dle þblokovéhoÿ pøedpisu

! �� =
�

0 -I
I 0

�
�

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 : : : 0 � 1 : : : 0
...

...
...

. . .
...

0 : : : 0 0 : : : � 1
1 : : : 0 0 : : : 0
...

. . .
...

...
...

0 : : : 1 0 : : : 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

; (3.18)

kde I je jednotková matice typu n � n, I = diag(1 ; : : : ; 1). Inverzní matice k ! �� je zjevnì

! �� =
�

0 I
-I 0

�
; (3.19)

nebo»! �� ! �
 = � 

� , neboli

�
0 -I
I 0

� �
0 I
-I 0

�
=

�
I 0
0 I

�
: (3.20)

Je vidìt, ¾e obì matice ! �� a ! �� jsou antisymetrické,

! �� = � ! �� ; ! �� = � ! �� ; (3.21)

a ¾e jsou navzájem transponované.

U¾itím jednotných souøadnic a symplektické matice majíHamiltonovy kanonické rovnice (3.16),
(3.17) na T�Q jednotný tvar

! �� _z� =
@H
@z�

; (3.22)

neboli naopak

_z� = ! �� @H
@z�

: (3.23)

Snadno se pøesvìdèíme, ¾e napøíklad� = 1 ) � = n + 1, tedy z� = zn +1 = p1, tak¾e

! 1� _z� =
@H
@z1

, � _p1 =
@H
@q1

atd.



KAPITOLA 3. GEOMETRICKÁ FORMULACE HAMILTONOVY MECHANIKY 38

Podobnì lze pomocí symplektické matice vyjádøit:

� dynamické vektorové pole(3.12), (3.13)

XH = _z� @
@z� = ! �� @H

@z�
@

@z� (3.24)

� Poissonovu závorku f f; g g � @f
@qj

@g
@pj

� @f
@pj

@g
@qj

f f; g g =
@f
@z�

! �� @g
@z�

(3.25)

Speciálnì pro f = z� a g = z� dostávámefundamentální Poissonovy závorkytj.

f z� ; z� g = ! �� ; (3.26)

neboli v obvyklých kanonicky sdru¾ených promìnných

f qj ; qk g = 0 ; f qj ; pk g = � j
k ;

f pj ; pk g = 0 ; f pj ; qk g = � � k
j : (3.27)

3.3 Geometrická podoba Hamiltonových rovnic

Nyní postoupíme dále v geometrické formulaci Hamiltonovy mechaniky. Ukazuje se toti¾, ¾e sym-

plektickou matici ! �� =
�

0 -I
I 0

�
lze chápat jako souøadnicové slo¾ky symplektické 2-formy!

na koteèném bandlu T�Q. Právì tato symplektická forma ! tvoøí centrální geometrický pojem
hamiltonovského pøístupu. (Zavedení obecných 2-forem je vkapitole 1.7.)

De�nice: symplektická formaje 2-forma ! , která je

� uzavøená : : : d! = 0

� nedegenerovaná: : : iX ! = 0 , X = 0

Pøenásobením obou stran Hamiltonových kanonických rovnic(3.22) bázovou 1-formoudz� a
vysèítáním pøes� dostáváme vztah

! �� _z� dz� =
@H
@z�

dz� ; (3.28)

kde ! �� jsou slo¾ky 2-formy! , viz (1.65), a _z� jsou slo¾ky dynamického vektorového poleX
pøíslu¹ejícíhoH , viz (3.24). Jak je vidìt z (1.70) a (1.71), celá levá strana odpovídá 1-formì, je¾
vzniká vlo¾ením dynamického vektorového poleX do symplektické 2-formy ! . Pravá strana je
1-forma dH , tedy diferenciál Hamiltonovy funkce. Vztah (3.28) vyjadøuje vztah mezi 1-formami,
který mù¾eme oprostit od konkrétních souøadnic na T�Q.

Hamiltonovy kanonické rovnice v èistì geometrické øeèi tedy mají velmi elegantní tvar

iX ! = dH: (3.29)

Vyjádøeno slovy, vývoj systému je urèen integrálními køivkami takového vektorového poleX ,
které vlo¾ením do symplektické 2-formy! dá právì diferenciál dané Hamiltonovy funkce.
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3.4 Fázový prostor coby symplektická varieta

Nyní je klíèové si uvìdomit, ¾e na fázovém prostoru1 je symplektická forma ! pøirozenì de�novaná,
a to vztahem

! = d� 0 ; (3.30)

kde � 0 je kanonická Cartanova forma, zavedená výrazem (3.10). Explicitnì v souøadnicích na T�Q
tedy platí

� 0 = pj dqj (3.31)

! = dpj ^ dqj (3.32)

Ovìøení:

� uzavøenost! plyne pøímo z (3.30) a vlastnosti (1.82):d! = d(d� 0 ) = d2� 0 � 0

� z de�nice vnìj¹í derivace 1-formy plyne ! = d� 0 = d(pj dqj ) � dpj ^ dqj

� ve slo¾kách je (3.31) explicitnì

! = dp1 ^ dq1 + : : : + dpn ^ dqn = � dq1 ^ dp1 � : : : � dqn ^ dpn =

= � dz1 ^ dzn +1 � : : : � dzn ^ dz2n ; (3.33)

tak¾e srovnáním s (1.77), neboli! =
P

�<� ! �� dz� ^ dz� , dostáváme! �� =
�

0 -I
I 0

�
,

co¾ je právì symplektická matice (3.18).

� proto¾e

det(! �� ) = det
�

0 -I
I 0

�
= 1 6= 0 ; (3.34)

inverzní matice ! �� existuje, a proto je 2-forma ! nedegenerovaná

���

Forma (3.30), tedy explicitnì (3.32), je tudí¾ opravdu symplektická.

Symplektická forma ! je dùle¾itá pøedev¹ím tím, ¾ekonvertuje vektory na 1-formy.

Nech» jeX vektor a � je jemu pøiøazená 1-forma, pak lze symbolicky psát:

X
! [ �!
 � ! ] �

2 2

TP M T �
P

M

kde jsme oznaèili2 zobrazení z vektorù do 1-forem jako! [ , a naopak zobrazení z 1-forem do vektorù
jako ! ] , tedy

! [ : X ! � : � = ! [ (X ) � ! (� ; X ) � iX ! (3.35)

! ] : � ! X : X = ! ] (� ) ; (3.36)

kde ! ] je inverzní k ! [ . Vztah mezi X a � je pøitom jednoznaèný díky nedegenerovanosti! .

1Pod fázovým prostorem zde rozumíme koteèný bandl T � Q. Pozdìji ale uká¾eme (viz kapitola 3.8 vìnovaná
kanonickým transformacím), ¾e speci�ckou fíbrovanou stru kturu T � Q lze ve skuteènosti ignorovat, a proto ji¾ na
tomto místì zavádíme obecnìj¹í pojem fázového prostoru.

2Znaèení odpovídá bì¾né hudební notaci: þbéèko [ÿ sni¾uje tóny, zatímco þkøí¾ek]ÿ tóny zvy¹uje, co¾ je analo-
gické tomu, ¾e slo¾ky vektorù, které mají horní indexy, pøecházejí na slo¾ky 1-forem, které pí¹eme s indexy dole,
viz (3.38), (3.39).
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Platí tedy:

� slo¾ení! [ a ! ] je identita:
! [ ! ] = identita = ! ] ! [ (3.37)

� ve slo¾kách platí

� � = ! �� X � (3.38)

X � = ! �� � � (3.39)

� specielnì na T�Q s pøirozenými souøadnicemi (qj ; pj ) máme

@
@qj

]  ! [ dpj (3.40)

@
@pj

]  ! [ � dqj (3.41)

Díky této symbolice mù¾eme Hamiltonovy kanonické rovnice (3.29) iX ! = dH pøepsat do podoby

! [ (X ) = dH ; (3.42)

neboli
X = ! ] (dH ): (3.43)

To je explicitní výraz pro dynamické vektorové poleX , které jednoznaènì urèuje vývoj systému
pro danou Hamiltonovu funkci H .

Obecnì se pomocí symplektické formy! zavádí tzv. hamiltonovské vektorové pole, které je pøiøa-
zenolibovolné funkci f na fázovém prostoru.

De�nice: hamiltonovské vektorové poleXf vùèi dynamické promìnné f je taková pole, ¾e

iX f
! = df; (3.44)

neboli
X f = ! ] (df ) ; (3.45)

neboli
! (� ; X f ) = df : (3.46)

Pøiøazení vektorového poleXf funkci f je jednoznaèné. Zdaleka ne ka¾dé pole je ale hamiltonovské.

3.5 Poissonovy závorky geometricky

Symplektická forma ! je úzce svázána s Poissonovými závorkami, nebo»
geometrická podoba Poissonových závorekje

f f; g g = ! (Xg; X f ) = � ! (X f ; Xg) ; (3.47)

kde Xg je Hamiltonovské pole vùèig, zatím co Xf je Hamiltonovské pole vùèif .

Dùkaz: Nech» dle (3.44)
Xg = ! ] (dg) ; X f = ! ] (df ) ; (3.48)
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neboli ve slo¾kách, viz (3.39),

X �
g = ! �� @g

@z�
; X 


f = ! 
� @f
@z�

: (3.49)

Pak s vyu¾itím (3.25)

! (Xg; Xf ) = ! �
 X �
g X 


f = ! �
 ! 
� @f
@z�

! �� @g
@z�

=
@f
@z�

! �� @g
@z�

� f f; g g : (3.50)

���

Z geometrické de�nice (3.47) okam¾itì pro Poissonovy závorky plyne

� antisymetrie
� bilinearita
� z uzavøenosti symplektické formy (d! = 0) plyne také Jacobiho identita

tak¾e struktura Poissonových závorekf� ; �g tvoøí Lieovu algebru na symplektické varietì.

Navíc platí tyto vztahy:

f f; g g = ! (Xg; X f ) = i X g
! (� ; Xf ) = i X g

(df ) � h df ; Xg i = Xgf = L X g
f ; (3.51)

tedy
f f; g g = L X g

f ; f g; f g = L X f
g ; (3.52)

tak¾e
L X g

f = �L X f
g: (3.53)

3.6 Hamiltonovská verze teorému Emmy Noetherové

V kapitole 2.5 jsme odvodili lagrangeovskou formulaci teorému Noetherové. Struènì øeèeno, pokud
L Z L = 0, pak L X g = 0, kde g = h� L ; Zi . Jinými slovy, velièina g je v takovém pøípadì integrálem
pohybu, proto¾e se nemìní podél integrálních køivek dynamického vektorového poleX .

Hamiltonova verze teorému Emmy Noetherové je mnohem elegantnìj¹í a zní:

L X g
H = 0 , L X H

g = 0 (3.54)

Dùkaz: Staèí jen aplikovat identitu (3.53) pro f = H , tedy 0 = L X g
H = �L X H

g.

���

Pøíklady:

1. g = p1, neboli hybnost, tak¾e s pomocí (3.40) a (3.45)Xg � ! ] (dp1) = @
@q1 , tedy X p1 = @

@q1 ,
co¾ generuje translaci ve smìruq1,

L @
@q1

H = 0 , L X H
p1 = 0 :

Je-li tedy H invariantní vùèi translaci ve smìru q1, zachovává se pøíslu¹ná slo¾ka hybnosti
p1 vùèi translaci.

2. g = p2q1 � p1q2, co¾ je slo¾ka momentu hybnosti, tak¾e

Xg = ! ] (q1dp2 � q2dp1 + p2dq1 � p1dq2) = � q2 @
@q1 + q1 @

@q2 � p2
@

@p1
+ p1

@
@p2

;

kde první dva èleny generují rotaci v prostoru a druhé dva èleny generují odpovídající rotaci
v hybnostech | srovnej s výrazem (2.69). Invariance H vùèi rotaci tedy odpovídá zákonu
zachování momentu hybnosti.
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3.7 Invariance symplektické formy

Pro ka¾dé hamiltonovské poleXg vùèi g platí

L X g
! = 0 : (3.55)

Speciálnì platí L X ! = 0 pro dynamické vektorové pole X odpovídající Hamiltonovì funkci H .
Jinými slovy symplektická forma! se pøi vývoji systému þnemìníÿ.

Dùkaz: Provedeme snadno pomocíCartanovy identity , podle ní¾ platíL X = i X d + d iX , viz (1.85).
Je tedy L X g

! = i X g
d! + d iX g

! = 0 + dd g = d2g = 0, kde jsme u¾ili faktu, ¾e symplektická forma
! je uzavøená (nebolid! = 0) a de�nice hamiltonovského pole (3.44).

���

3.8 Kanonické transformace geometricky

Vùèi kanonickým transformacím je symplekticá forma ! invariantní. Konkrétnì

De�nice: kanonická transformaceje taková zmìna souøadnicZ � (z� ) na fázového prostoru, která
zachovává kanonický tvar symplektické formy ! , tedy její slo¾ky! �� ve starých souøadnicích

z� � (qj ; pj ) i v nových souøadnicíchZ � � (Qj ; Pj ) jsou dány symplektickou maticí
�

0 -I
I 0

�
,

kde ! = 1
2! ! �� dz� ^ dz� = 1

2! ! �� dZ � ^ dZ � .

Konkrétnì tedy:

� ! = dpj ^ dqj : : : v pùvodních souøadnicích

# kanonická transformace

� ! = dPj ^ dQj : : : v nových souøadnicích

Speciálnì pro n = 1 máme Q(q; p), P(q; p), tak¾e

! = dP ^ dQ =
�

@P
@q

dq +
@P
@p

dp
�

^
�

@Q
@q

dq +
@Q
@p

dp
�

=

=
@P
@p

@Q
@q

dp ^ dq +
@P
@q

@Q
@p

dq ^ dp =
�

@Q
@q

@P
@p

�
@P
@q

@Q
@p

�
dp ^ dq (3.56)

Aby transformace byla kanonická, èlen
�

@Q
@q

@P
@p � @P

@q
@Q
@p

�
musí tedy být roven 1, co¾ je známá

podmínka f Q; Pg = 1 známá z klasického kurzu teoretické mechaniky (OFY003).

Generující funkce kanonické transformace

Ka¾dá (lokální) kanonická transformace odpovídá jisté (lokální) funkci F na fázovém prostoru.
Pøipomeòme, ¾e v kanonických souøadnicích je kanonická Cartanova forma

� 0 = pj dqj : (3.57)

Aplikací vnìj¹í derivace d dostávámed� 0 = dpj ^ dqj = ! , co¾ je symplekticá forma. Uva¾ujme
nyní jinou kanonickou Cartanovu formu

� 1 = Pj dQj (3.58)
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v souøadnicích (Qj ; Pj ), které jsou s (qj ; pj ) na fázovém prostoru spojeny kanonickou transformací.
Zjevnì platí d� 1 = dPj ^ dQj = ! , tak¾e odeètením dostáváme

d(� 0 � � 1 ) = 0 : (3.59)

Forma (� 0 � � 1 ) je tedy uzavøená, neboli 1-forma� � pj dqj � Pj dQj je uzavøená. Nyní pou¾ijeme

Poincarého lemma: Pro uzavøenou 1-formu� lokálnì existuje funkce F taková, ¾e� = dF .

Dùsledek: Pro danou kanonickou transformaci existuje na ka¾dém okolíU fázového prostoru
lokální funkce F , zvaná generující funkce, taková, ¾e

pj dqj � Pj dQj = dF: (3.60)

Odtud lze snadno ukázat, ¾e platí

pj _qj � Pi _Qi =
dF
dt

(3.61)

Dùkaz: Vyjdeme ze vztahu (3.60), pøièem¾ víme, ¾eQi = Qi (qj ; pj ), tedy

pj dqj � Pi

�
@Qi

@qj
dqj +

@Qi

@pj
dpj

�
=

@F
@qj

dqj +
@F
@pj

dpj : (3.62)

Porovnáním levé a pravé strany této rovnice dostaneme

@F
@qj

= � Pi
@Qi

@qj
+ pj ;

@F
@pj

= � Pi
@Qi

@pj
: (3.63)

Nyní dosadíme tyto výrazy do dF
dt ,

dF
dt

�
@F
@qj

_qj +
@F
@pj

_pj =
�

� Pi
@Qi

@qj
+ pj

�
_qj � Pi

@Qi

@pj
_pj

= pj _qj � Pi

�
@Qi

@qj
_qj +

@Qi

@pj
_pj

�
= pj _qj � Pi _Qi :

���

Generující funkce typu 1 a¾ 4

Generující funkci F lze vyjádøit v libovolných lokálních souøadnicích na ka¾dém okolí U fázového
prostoru, tedy F (qj ; pj ). Pøedpokládejme nyní, ¾e body zU lze jednoznaènì speci�kovatkombinací
starých a nových souøadnic. O takových kanonických transformacích øíkáme, ¾e jsou typu 1 a¾ 4:

1 2 3 4
(q; Q) (q; P) (p; Q) (p; P)

� kanonická transformace typu1: funkce lze vyjádøit pomocí (qj ; Qj )
Ze vztahu (3.60) plyne

pj dqj � Pj dQj = dF (1) (qj ; Qj ) =
@F(1)

@qj
dqj +

@F(1)

@Qj
dQj ;

kde F (1) (qj ; Qj ) = F (qj ; pi (qj ; Qj )). Porovnáním levé a pravé strany dostáváme

pj =
@F(1)

@qj
; Pj = �

@F(1)

@Qj
: (3.64)
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� kanonická transformace typu2: funkce lze vyjádøit pomocí (qj ; Pj )
Zaveïme funkci F (2) (qj ; Pj ) = F (qj ; pi (qj ; Pj )) + Pj Qj (qi ; Pi ). Ze vztahu (3.60) pak plyne

pj dqj � Pj dQj = d(F (2) � Pj Qj ) = dF (2) � (dPj )Qj � Pj dQj

tedy

pj dqj + Qj dPj =
@F(2)

@qj
dqj +

@F(2)

@Pj
dPj ;

Porovnáním èlenù v pøedchozím výrazu dostáváme

pj =
@F(2)

@qj
; Qj =

@F(2)

@Pj
: (3.65)

Podobnì odvodíme výrazy pro kanonické transformace typu 3 resp. 4 u¾itímF (3) (pj ; Qj ) =
F (qj (pi ; Qi ); pj ) � pj qj (pi ; Qi ) resp. F (4) (pj ; Pj ) = F (qj (pi ; Pi ); pj ) + Pj Qj (pi ; Pi ) � pj qj (pi ; Pi ).

3.9 Liouvilleova vìta

Je zajímavé, ¾e objem oblasti vymezené ve fázovém prostoru se pùsobením toku popisujícího vývoj
hamiltonovského systému nemìní. Konkrétnì, nech»

� R je oblast fázového prostoru (dim = 2n)

� pøi dynamickém vývoji jsou body zR zobrazeny tokem � X
t do oblasti R(t)

� pak objem R(t) je stejný jako objem R

Jak poèítat (elementární) objem na varietì?

� objem v R2 urèený dvìma vektory x1 a x2 je

v(x1; x2) = �j x1 � x2 j = det
�

x1
1 x1

2
x2

1 x2
2

�
= " ij x i

1x j
2 : (3.66)

� objem v R3 urèený tøemi vektoryx1, x2, x3 je

v(x1; x2; x3; ) = x1 � (x2 � x3) = det

0

@
x1

1 x1
2 x1

3
x2

1 x2
2 x2

3
x3

1 x3
2 x3

3

1

A = " ijk x i
1x j

2xk
3 : (3.67)

� objem v Rn urèený n vektory x1; : : : ; xn je analogicky

v(x1; : : : ; xn ) = " i:::k x i
1 : : : xk

n : (3.68)

Obecnì v(x1; : : : ; xn ) je tzv. objemová funkcetedy zobrazeníV � : : : � V ! R, které je

{ lineární

{ antisymetrické

{ nedegenerované
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� elementární objemový elementna fázovém prostoru je 2n-forma.

Specálnì: kanonický objemový element(Liouvilleova 2n-forma) je de�nován

v �
1
n!

! ^ : : : ^ ! =
1
n!

! ^ n ; (3.69)

kde ! je symplektická 2-forma. Explicitnì v souøadnicích máme

v = dp1 ^ dq1 ^ dp2 ^ dq2 ^ : : : ^ dpn ^ dqn : (3.70)

Dùkaz: Napø. pron = 2 je ! = dp1 ^ dq1 + dp2 ^ dq2, tak¾e

v = 1
2 (! ^ ! ) = 1

2 [(dp1 ^ dq1 + dp2 ^ dq2) ^ (dp1 ^ dq1 + dp2 ^ dq2)]

= 1
2 [dp1 ^ dq1 ^ dp2 ^ dq2 + dp2 ^ dq2 ^ dp1 ^ dq1] = dp1 ^ dq1 ^ dp2 ^ dq2 :

���

Diferenciální tvar Liouvilleovy vìty:

Kanonický objemový elementv je invariantní vùèi hamiltonovským tokùm, neboli

L X v = 0 : (3.71)

Dùkaz:
L X v = L X

1
n ! !

^ n = n
n ! !

^ (n � 1) ^ L X ! = 0 ; (3.72)

nebo» dle (3.55) je
L X ! = 0 : (3.73)

���



Dodatek A

Dal¹í vlastnosti teèného bandlu TQ

V tomto dodatku 1 uká¾eme, jak regulární Lagrangeova funkceL umo¾òuje zavéstsymplektic-
kou strukturu na TQ. Existence symplekticé formy ! tak není doménou jen þhamiltonovskéhoÿ
koteèného bandlu T�Q, ale také þlagrangeovskéhoÿ teèného bandlu TQ.

A.1 Symplektická struktura na TQ

Nejprve de�nujeme nìkolik dùle¾itých pojmù.

De�nice: Lagrangeova 1-forma� L je 1-forma na TQ de�novaná v lokálních zobecnìných souøad-
nicích vztahem (2.29), tedy

� L =
@L
@_qi dqi : (A.1)

De�nice: Lagrangeova 2-forma! L je 2-forma de�novaná jako

! L � d� L = �
@2L

@qj @_qi dqi ^ dqj �
@2L

@_qj @_qi dqi ^ d _qj ; (A.2)

co¾ lze pomocí þblokovéhoÿ pøepisu v souøadnicové bázi 2-forem vyjádøit následujícím zpùsobem

(! L )�� =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 � @2 L
@qj @_qi

. . . � @2 L
@_qj @_qi

@2 L
@qi @_qj 0

0 0

@2 L
@_qi @_qj

. . .
0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

: (A.3)

Uká¾eme nyní, ¾e Lagrangeova 2-forma! L je symplektická, tedy uzavøená a neegenerovaná.
Uzavøenost Lagrangeovy 2-formy je vidìt pøímo z de�nice (A.2) u¾itím (1.82),

d! L = d 2� L � 0: (A.4)

Podmínkou její nedegenerovanosti je regularita Lagrangeovy funkce. Ka¾dou 2-formu lze toti¾ ve
slo¾kách zapsat jako

! = 1
2! ! �� du� ^ du� =

X

�<�

! �� du� ^ du� ; (A.5)

1Jeho text vychází z bakaláøské práce F. ©trupla (MFF UK, 2006 ).
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pøièem¾
�

du� ^ du�
	

tvoøí bázi v¹ech 2-forem, zdedu� jsou buï dqi nebo d _qi . Podmínkou pro
nedegenerovanost 2-formy zapsané ve tvaru (A.5) je pak existence inverzní matice ! �� , co¾ je
ekvivalentní podmínce

det(! �� ) 6= 0 : (A.6)

Zavedením jednotného znaèení lokálních souøadnic na teèném bandlu TQ dimenze 2n vztahem

(u1; : : : ; un ; un +1 ; : : : ; u2n ) � (q1; : : : ; qn ; _q1; : : : ; _qn ); (A.7)

tedy
uj = qj ; uj + n = _qj pro j = 1 ; : : : ; n; (A.8)

lze pak z (A.3) ji¾ snadno ukázat, ¾e podmínka (A.6) odpovídáplatnosti

det
@2L

@_qi @_qj 6= 0 ; (A.9)

co¾ je podle pøedpokladù o regularitìL splnìno.

Shrnutí: Je vidìt, ¾e pro regulární Lagrangeovu funkci je Lagrangeova 2-forma ! L symplektická
forma na teèném bandlu kon�guraèní variety TQ a èiní tak z TQ symplektickou varietu.

A.2 Hamiltonovská dynamika na TQ

Nyní explicitnì uká¾eme, ¾e symplektická struktura na teèném bandlu TQ kon�guraèní variety
pøímo implikuje existenci hamiltonovské dynamiky na TQ. Jedná se pøitom právì o dynamiku
danou Lagrangeovými rovnicemi.

Chceme-li na varietu TQ, o které ji¾ víme, ¾e je díky Lagrangeovì 2-formì! L nosièem sym-
plektické struktury, zavést dynamiku, mù¾eme na TQ zavést tzv. hamiltonovské pole.

De�nice: hamiltonovským vektorovým polemX f odpovídajícím libovolné funkci f na varietì Q
je my¹leno vektorové pole splòující de�nièní vztah (srovnej s (3.44))

iX f
! L = df: (A.10)

Výbìrem vhodné generující funkce f � H mù¾eme získathamiltonovský systém(T Q; ! L ; H ).
Funkci H generující èasový vývoj systému pak nazývámehamiltonián.

Ukazuje se navíc, ¾e vhodnou volbou funkceH získáme dynamiku hamiltonovského systému
odpovídající dynamice generované Lagrangeovými rovnicemi 2. druhu.

De�nice: Máme-li na TQ dánu Lagrangeovu funkciL : TQ ! R, pak de�nujeme funkci EL , které
øíkámeenergie odpovídající Lagrangeovì funkci, vztahem

EL =
@L
@_qj _qj � L: (A.11)

Funkce EL v jistém smyslu souvisí s pøíslu¹ným hamiltoniánemH , nebo» integrální køivky
dynamického pole pøíslu¹ejícího funkciEL (tj. odpovídající Lagrangeovým rovnicím 2. druhu) se
po projekci na kon�guraèní varietu Q shodují s projekcemi køivek odpovídajících Hamiltonovým
rovnicím v Hamiltonovì formalismu na fázové varietì T �Q.

Tvrzení: Lagrangeovo vektorové poleX L , viz (2.16), pøíslu¹ející dané Lagrangeovì funkciL
(tj. dynamické vektorové pole udávající vývoj systému) musí splòovat rovnici

iX L
! L = dEL : (A.12)
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Dùkaz: Pro diferenciál energiedEL odpovídající Lagrangeovì funkci zøejmì podle (A.11) platí

dEL = _qj @2L
@qi @_qj dqi �

@L
@qi

dqi + _qj @2L
@_qi @_qj d _qi ; (A.13)

proto¾e dva èleny se navzájem kompenzují.
Nyní budeme naopak poèítat levou stranu rovnice (A.12), tj. vlo¾ení vektorového poleX L do

symplektické Lagrangeovy 2-formy! L . Kombinací vztahù (2.16), (2.20) a (2.21) dostáváme pro
vektorové poleX L zapsané ve slo¾kách výraz

X L = _qk @
@qk +

�
@2L

@_qk @_ql

� � 1 �
@L
@ql

�
@2L

@qm @_ql _qm
�

@
@_qk ; (A.14)

kde
�

@2 L
@_qk @_ql

� � 1
vyznaèuje inverzní matici. Vyjádøení Lagrangeovy 2-formyve slo¾kách udává

vztah (A.2). Pøipomeòme dále, ¾e operace vlo¾ení do 2-formyje de�nována vztahem (1.76)

iX (� ^ � ) = ( � ^ � )( � ; X ) = � (� )� (X ) � � (� )� (X ); (A.15)

kde � ^ � je 2-forma vzniklá z 1-forem� resp. � . Platí pøitom, ¾e

� (X ) = � j X j : (A.16)

Ve slo¾kách lze operaci vlo¾ení do 2-formy vyjádøit jako

iX ! = (i X ! ) � du� ; (A.17)

kde
(i X ! ) � = ! �� X � : (A.18)

Abychom výpoèet iX L
! L zjednodu¹ili a zpøehlednili, vyu¾ijeme nejprve linearityoperace vlo-

¾ení do 2-formy. Dostáváme tedy

iX L
! L = i X L

! (1)
L + i X L

! (2)
L ; (A.19)

kde jsme oznaèili

! (1)
L = �

@2L
@qj @_qi dqi ^ dqj ; (A.20)

! (2)
L = �

@2L
@_qj @_qi dqi ^ d _qj : (A.21)

Dále oznaèíme také jednotlivé èleny vektorového poleX L

X (1)
L = _qk @

@qk ; (A.22)

X (2)
L =

�
@2L

@_qk @_ql

� � 1 �
@L
@ql

�
@2L

@qm @_ql _qm
�

@
@_qk ; (A.23)

tak¾e platí
X L = X (1)

L + X (2)
L : (A.24)

Operaci vlo¾ení Lagrangeova vektorového pole do Lagrangeovy 2-formy tak nyní mù¾eme ro-
zepsat na souèet ètyø èlenù

iX L
! L = i

X L
(1) ! (1)

L + i
X L

(2) ! (1)
L + i

X L
(1) ! (2)

L + i
X L

(2) ! (2)
L : (A.25)
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Pro jednotlivé èleny pak snadno u¾itím vztahù (A.15) a (A.16) dostaneme

i
X L

(1)
! (1)

L = �
@2L

@qj @_qi _qk @qj

@qk
dqi +

@2L
@qj @_qi _qk @qi

@qk
dqj ; (A.26)

i
X L

(2)
! (1)

L = �
@2L

@qj @_qi

�
@2L

@_qk @_ql

� � 1 �
@L
@ql

�
@2L

@qm @_ql _qm
�

@qj

@_qk dqi (A.27)

+
@2L

@qj @_qi

�
@2L

@_qk @_ql

� � 1 �
@L
@ql

�
@2L

@qm @_ql _qm
�

@qi

@_qk dqj ;

i
X L

(1) ! (2)
L = �

@2L
@_qj @_qi _qk @_qj

@qk
dqi +

@2L
@_qj @_qi _qk @qi

@qk
d _qj ; (A.28)

i
X L

(2)
! (2)

L = �
@2L

@_qj @_qi

�
@2L

@_qk @_ql

� � 1 �
@L
@ql

�
@2L

@qm @_ql _qm
�

@_qj

@_qk dqi ; (A.29)

+
@2L

@_qj @_qi

�
@2L

@_qk @_ql

� � 1 �
@L
@ql

�
@2L

@qm @_ql _qm
�

@qi

@_qk d _qj :

Dále si staèí uvìdomit, ¾e platí

@qi

@qj
= � i

j ;
@_qi

@_qj = � i
j ;

@qi

@_qj = 0 ;
@_qi

@qj
= 0 ; (A.30)

tak¾e vztahy (A.26) a¾ (A.29) pro jednotlivé operace vlo¾ení se redukují na

i
X L

(1)
! (1)

L = �
@2L

@qj @_qi _qj dqi +
@2L

@qj @_qi _qi dqj ; (A.31)

i
X L

(2)
! (1)

L = 0 ; (A.32)

i
X L

(1) ! (2)
L =

@2L
@_qj @_qi _qi d _qj ; (A.33)

i
X L

(2) ! (2)
L = �

�
@L
@qi

�
@2L

@qm @_qi _qm
�

dqi : (A.34)

Nakonec dosadíme zpìt do vzorce (A.25), pøeznaèíme nìkterésèítací indexy a tím dostaneme

iX L
! L = _qj @2L

@qi @_qj dqi �
@L
@qi

dqi + _qj @2L
@_qi @_qj d _qi ; (A.35)

co¾ je podle (A.13) rovno právìdEL .

���

Poznámka: Jestli¾e Lagrangeovo vektorové poleX L existuje, mù¾eme de�novat konzistentní po-
hybové rovnice druhého øádu. Obecnì v¹ak toto pole existovat nemusí a ani nemusí být jedno-
znaèné. Podmínkou jednoznaèné existence vektorového poleX L je právì regularita Lagrangeovy
funkce L .



Dodatek B

Èasovì závislé hamiltoniány

Pøirozená geometrická aréna èasovì závislé Hamiltonovy mechaniky1 vzniká roz¹íøením fázového
prostoru � (s lokálními souøadnicemi qj a pj ) z bezèasového pøípadu diskutovaného v kapitole 3 o
èasovou osuR (se souøadnicít). Jedná se tedy o kartézský souèin zmínìných prostorù tj. � � R.
Tuto novou varietu nazýváme roz¹íøeným fázovým prostorem. Lokální souøadnice na tomto novém
prostoru jsou (qj ; pj ; t).

Dimenze roz¹íøeného fázového prostoru je zjevnì 2n + 1. Není to proto symplektická varieta,
jako v neèasovém pøípadì, její¾ dimenze musí být sudá, ale tzv. varieta þkontaktníÿ.

Nejprve zade�nujme nezbytné obecné matematické pojmy:

De�nice : Nulový vektor a nesingulární 2-forma:

� Vektor X , pro který je 
 (X ; Y ) = 0 nezávisle na volbì druhého vektoru Y , nazveme
nulovým vektorem2-formy 
 . Tento vektor je jednoznaènì urèen a¾ na skalární násobek.

� 2-formu 
 nazvemenesingulární, pokud lineární prostor generovaný mno¾inou jejích nu-
lových vektorù X má minimální mo¾nou dimenzi: tedy dim = 1 pokud je dimenze celého
prostoru, na kterém je forma 
 de�nována, lichá, a dim = 0 pokud je tato dimenze sudá.

Zavedení pojmu nesingularity 2-formy je jakýmsi zobecnìním pojmu nedegenerovanosti formy.
Uvìdomme si, ¾e pokud je dimenze celého prostoru formy
 sudá (tedy 2n), nesingulárnost øíká,
¾e nexistuje ¾ádný nulový vektor, a forma je tedy nedegenerovaná.

Pokud je dimenze prostoru lichá (tedy 2n + 1) a forma 
 je nesingulární, pak víme, ¾e forma
je degenerovaná speciálním zpùsobem, a to pouze þv jednom smìruÿ. Nebude se v¹ak jednat o
symplektickou formu, která musí být dle de�nice nedegenerovaná a uzavøená2.

Ilustrace : Je mo¾né ukázat, ¾e

� 2-forma ! = dpj ^ dqj , dim = 2 n, je nesingulární a tedy nedegenerovaná.

� 2-forma 
 = dpj ^ dqj � d(pj + qj ) ^ dt, dim = 2 n + 1, je nesingulární, a tedy degenerovaná

pouze v jednom smìru, a to X = a
�

@
@qj � @

@pj
+ @

@t

�
, kde a je libovolný skalární násobek.

Nyní je¹tì jednou pøeformulujme pøedchozí de�nice a dejme do vztahu nesingulární 2-formu
na prostoru liché dimenze a obecné vektorové pole: vspace2.0mm
Platí : Pokud máme na (2n+1)-dimenzionálním roz¹íøeném fázovém prostoru zadanou nesingulární
2-formu 
 , potom lze najít právì jedno vektorové pole X , pro které (a¾ na skalární násobek) platí

iX 
 = 0 : (B.1)

Dùkaz : Plyne pøímo z de�nice nesingulární 2-formy na celém prostoru liché dimenze.
1Text tohoto dodatku vychází z bakaláøské práce R. ©varce (MF F UK, 2006).
2Pøipomeòme, ¾e forma
 se nazývá uzavøená, pokud platí d
 = 0.
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���

B.1 Zavedení objektù na roz¹íøeném fázovém prostoru

Nyní ji¾ pøistupme k zavedení konkrétních geometrických objektù. Na celém fázovém prostoru
� � R je mo¾né de�novat tzv.kontaktní 1-formu � , a to vztahem

� � pj dqj � H dt ; (B.2)

kde H = H (qj ; pj ; t). V¹imnìme si podobnosti s kanonickou Cartanovou 1-formou � 0 = pj dqj

z bezèasového pøípadu, viz (3.10).
Aplikací vnìj¹í derivace na � dostáváme uzavøenou, degenerovanou, ale pøitom nesingulární

2-formu 
 (nejedná se tedy o formu symplektickou3):


 � d� = dpj ^ dqj � dH ^ dt: (B.3)

Uzavøenost této formy je zøejmá, nebo»d
 = d2� � 0, degenerovanost a nesingulárnost uká¾eme
pozdìji. Je dobré si uvìdomit, ¾e symetrie výrazu (B.3) je pouze zdánlivá, nebo»H = H (qj ; pj ; t),
a tedy dH = @H

@qj dqj + @H
@pj

dpj + @H
@t dt, tak¾edH ^ dt = @H

@qj dqj ^ dt + @H
@pj

dpj ^ dt.
Poznamenejme je¹tì, ¾e pro vyjádøení souøadnicových slo¾ek 
 �� na � � R dostáváme matici

typu (2 n + 1) � (2n + 1) tvaru


 �� =

0

B
@

0 � I � @H
@q

I 0 � @H
@p

@H
@q

@H
@p 0

1

C
A ; (B.4)

kde @H
@q znaèí sloupcový resp. øádkový blok

�
@H
@q1 ; : : : ; @H

@qn

�
, stejnì tak @H

@p znaèí blok
�

@H
@p1

; : : : ; @H
@pn

�

a I je jednotková matice typu n � n. Je vidìt, ¾e levý horní blok typu 2n � 2n matice (B.4) od-
povídá souøadnicovému vyjádøení obvyklé symplektické 2-formy ! = dpj ^ dqj , tedy matici ! �� ,
z pøípadu èasovì nezávislé mechaniky, viz (3.18).

Na roz¹íøeném fázovém prostoru urèují dynamiku soustavy integrální køivky vektorového poleX ,
které je obecnì dáno výrazem

X �
d
d�

= _qj @
@qj + _pj

@
@pj

+ _t
@
@t

: (B.5)

Teèka zde znaèí derivaci podle� , co¾ je parametr integrální køivky
 (� ) na � � R. Tento parametr
mù¾e mít napøíklad význam þvlastníhoÿ èasu obecnì nezávislého na èaset, tedy na souøadnici
roz¹íøeného fázového prostoru.

Vztah urèující toto vektorové pole mù¾eme upravit u¾itím Hamiltonových kanonických rovnic.
Dále mù¾emepo¾adovatstejné plynutí obou èasù t a � , to znamená, ¾e ztoto¾níme parametr
integrální køivky se souøadnicí fázového prostoru. Tento dodateèný po¾adavek vyjádøíme výrazem
_t = dt

d� = 1. Výsledné vektorové pole má pak tvar

X �
@H
@pj

@
@qj �

@H
@qj

@
@pj

+
@
@t

: (B.6)

Nyní zbývá pouze vyøe¹it otázku vhodného þgeometrickéhoÿ pøedpisu pro nalezení tohoto
významného vektorového pole. Tento pøedpis nazveme pohybovými rovnicemi.

3Opìt pøipomeòme, ¾e symplektická forma je uzavøená a nedegenerovaná.
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B.2 Pohybové rovnice a vztah k èasovì nezávislé mechanice

Platí : Dynamické vektorové poleX je jednoznaènì urèeno (a¾ na skalární násobek) podmínkou

iX 
 = 0 : (B.7)

Právì tento pøedpis je tedy mo¾né pova¾ovat za invariantní tvar pohybových rovnic. Naopak
platí, ¾e toto vektorové poleX urèuje v ka¾dém bodì roz¹íøeného fázového prostoru nulový vektor
2-formy 
 .

Dùkaz : Uka¾me, ¾e vektorové poleX , viz (B.6), je jednoznaènì urèeno podmínkou na nulový
vektor formy 
 . Poèítejme tedy pøímo vlo¾ení obecného tvaru vektorového pole, viz (B.5), do formy

 dané (B.3), pøièem¾ u¾ijme antisymetrie vlo¾ení vektorového pole do 2-formy a vztahu (1.70)

iX (� ^ � ) = ( � ^ � )( � ; X ) = � (� )� (X ) � � (� )� (X ) ; (B.8)

tedy

iX 
 = 
 (� ; X ) = ( dpj ^ dqj � dH ^ dt) ( � ; X )

= [ dH (X )] dt � [dt(X )] dH � [dpj (X )] dqj +
�
dqj (X )

�
dpj : (B.9)

Dále rozepi¹me jednotlivá vlo¾ení poleX do 1-forem z pøedchozího výrazu:

dH (X ) =
�

@H
@qi

dqi +
@H
@pi

dpi +
@H
@t

dt
� �

_qj @
@qj + _pj

@
@pj

+ _t
@
@t

�

= _qj @H
@qi

� i
j + _pj

@H
@pi

� j
i + _t

@H
@t

= _qj @H
@qj

+ _pj
@H
@pj

+ _t
@H
@t

; (B.10)

dt(X ) = _t ; dpj (X ) = _pj ; dqj (X ) = _qj : (B.11)

Dosaïme pøedchozí vztahy do výrazu (B.9), rozepi¹medH a u¾ijme podmínku k nelezení nulového
vektoru, to znamená polo¾me tento výraz rovný nule. Tím dostáváme rovnici

�
_qj @H

@qj
+ _pj

@H
@pj

+ _t
@H
@t

�
dt � _t

�
@H
@qj

dqj +
@H
@pj

dpj +
@H
@t

dt
�

� _pj dqj + _qj dpj = 0 : (B.12)

Porovnáním jednotlivých koe�cientù u dt, dqj a dpj odvodíme následující tøi podmínky

_qj @H
@qj

= � _pj
@H
@pj

; _t
@H
@qj

= � _pj ; _t
@H
@pj

= _qj ; (B.13)

které jednoznaènì urèují koe�cienty nulového vektorového pole formy 
 . Jejich dosazením do
obecného pøedpisu (B.5) dostáváme hledaný výraz

X = _t
�

@H
@pj

@
@qj �

@H
@qj

@
@pj

+
@
@t

�
; (B.14)

z kterého je rovnì¾ zøejmá volnost ve volbì_t, která urèuje pouze stejné ¹kálování ka¾dé ze sou-
øadnic, viz (B.6).

���

Tímto jsme dokázali degenerovanost a pøitom nesingulárnost 2-formy 
 , nebo» vlo¾ení právì
jednoho nenulového vektorového poleX do formy 
 je identicky nulové.

Poznamenajme, ¾e výraz (B.7) v souøadnicích øíká, ¾e slo¾kydynamického vektorového pole

X , tedy
�

@H
@p ; � @H

@q ; 1
�

, jsou vlastním vektorem matice 
 �� , viz (B.4). Tomuto vlastnímu vektoru

pøíslu¹í vlastní èíslo 0, jeho¾ násobnost je jedna, co¾ odpovídá degenerovanosti formy
 .
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Invariance formy 


Dále je mo¾né ukázat, ¾e 2-forma
 zùstává pøi vývoji systému daném vektorovým polemX
konstantní, tedy ¾e se nemìní podél integrálních køivek generovaných tímto polem. Toto je mo¾né
vyjádøit pomocí Lieovy derivace

L X 
 = 0 : (B.15)

Zmínìná skuteènost bude mít zajímavou interpretaci v kapitole B.3 o kanonických transformacích.

Dùkaz : Aplikujme na 
 známou Cartanovu identitu viz (1.85), tedy

L X 
 = i X d
 + d iX 
 : (B.16)

První èlen v pøedchozím výrazu je nulový, nebo» forma
 je uzavøená. Nulovost druhého èlenu
plyne pøímo z pohybových rovnic (B.7).

���

Platí : Funkce f je integrálem pohybu právì tehdy, kdy¾

X (f ) = 0 : (B.17)

Dùkaz : Staèí pouze pøipomenout de�nici vektorového pole (B.6), tj. X � d
d � a integrálu pohybu,

tedy df
d� = 0. Následnì je u¾iteèné vyjádøit výrazX (f ) pomocí Poissonových závorek a Lieovy

derivace (pøedpokládámedt
d� = 1):

X (f ) �
@H
@pj

@f
@qj

�
@H
@qj

@f
@pj

+
@f
@t

dt
d�

= f f; H g +
@f
@t

�
df
d�

� L X f : (B.18)

Poslední ekvivalence plyne pøímo z de�nice Lieovy derivacefunkce.

���

Èasovì nezávislá mechanika na roz¹íøeném fázovém prostoru

V pøipadì, ¾e se Hamiltonova funkce nemìní s èasemt, tj. H = H (qj ; pj ), bude systém popsán
naprosto stejným zpùsobem jako v èásti B.1. V pøedchozích úvahách jsme u¾ili volby dt

d� = 1
vyjadøující stejné plynutí obou èasù, tedy ztoto¾nìní parametru integrálních køivek a souøadnice
roz¹íøeného fázového prostoru. Právì tato volba nám umo¾òuje setrvat na tomto prostoru i v pøí-
padì, ¾e hamiltonián je pouze funkcíqj a pj , pøièem¾ tvar pohybových rovnic bude samozøejmì
stejný jako v èásti B.1.

Ilustrace : harmonický oscilátor. Hamiltonián má tvar H = p2

2m + 1
2 kx2. Pøíslu¹né vektorové pole

(B.6) je tedy dáno výrazem

X =
p
m

@
@x

� kx
@
@p

+
@
@t

: (B.19)

Pro konkrétní hodnoty poèáteèních podmínek a danou hodnotutuhosti k a hmotnosti m dostaneme
dvì typické integrální køivky ve tvaru spirál. Dvì taková øe ¹ení jsou vykreslena na obrázku B.1.
Prùmìtem do roviny ( x; p) se ze spirál stanou elipsy, tak jak je dobøe známo z fázovéhoportrétu
harmonického oscilátoru, viz obrázek 2.2

Èasovì nezávislá mechanika jako øez roz¹íøeného fázového p rostoru

Nyní uva¾ujme alternativní mo¾nost, ¾e oba èasyt a � jsou zcela nezávislé. Potom si èasovì
nepromìnný vývoj mù¾eme pøedstavit4 jako limitní pøípad, kdy èas� (parametr integrální køivky)

4Tento pohled je ekvivalentní projekci � : � � R ! �.
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Obrázek B.1: Dvì typické integrální køivky vývoje oscilátoru v roz¹íøeném fázovém prostoru.

plyne mnohem rychleji ne¾ èast (souøadnice na roz¹íøeném fázovém prostoru). Tuto limitu je mo¾né
formálnì vyjádøit jako

dt
d�

= 0 ; (B.20)

co¾ nás prakticky omezí na jeden èasový øez roz¹íøeného fázového prostoru, tedy volbu t = konst.
Pøedpokládáme, ¾e hamiltonián je pouze funkcí souøadnicqj a pj . Proto také dále pøi výpoètu
diferenciálu hamiltoniánu nederivujeme podle souøadnicet.

Vektorové pole (B.5), upravené u¾itím Hamiltonových kanonických rovnic a podmímky (B.20),
pøejde na tvar

X =
@H
@pj

@
@qj �

@H
@qj

@
@pj

; (B.21)

které ji¾ má nulovou slo¾ku ve smìru èasové osy, srovnej s (B.6). Vlo¾ením tohoto pole do 2-
formy 
 , viz (B.3), dostáváme hledanou èasovì nezávislou pohybovou rovnici5

iX 
 = dH ; (B.22)

z ní¾ je zøejmé, ¾e toto nové pole ji¾ není nulovým vektorem formy 
 .

Dùkaz : Postupujme obdobnì jako v èasovì závislém pøípadì tj. pøímo upravujme levou stranu
nových pohybových rovnic u¾itím antisymetrie vlo¾ení vektorového pole do 2-formy dle (B.9).
Nyní upravujme jednotlivá vlo¾ení poleX jeho rozepsáním dle vztahu (B.21):

iX 
 = dt
�

@H
@qi

dqi +
@H
@pi

dpi

� �
@H
@pj

@
@qj �

@H
@qj

@
@pj

�
� 0

+ dqj
�
dpj

�
@H
@qi

@
@pi

��
+ dpj

�
dqj

�
@H
@pi

@
@qi

��
(B.23)

= dt
�

@H
@qi

@H
@pj

� i
j �

@H
@pi

@H
@qj

� j
i

�
+ dqj @H

@qi
� i

j + dpj
@H
@pi

� j
i =

@H
@qj

dqj +
@H
@pj

dpj � dH :

���

Jeliko¾ slo¾ka vektorového pole do smìru osyt je nulová, je výhodné uva¾ovat pouze projekci
tohoto pole a formy 
 na 2n-dimenzionální symplektickou varietu se souøadnicemiqj a pj . Na
tomto novém fázovém prostoru takto dostáváme známou symplektickou formu ! = dpj ^ dqj

a vektorové pole X = @H
@pj

@
@qj � @H

@qj
@

@pj
. Tyto dva objekty jsou pøitom spojeny Hamiltonovými

kanonickými rovnicemi v geometrickém tvaru, neboli iX ! = dH .

5Tato rovnice nápadnì pøipomíná geometrické vyjádøení (3.2 9) Hamiltonových kanonických rovnic z bezèasového
pøípadu, iX ! = dH , kde ! je symplektická forma na 2 n-dimenzionální symplektické varietì. Na¹e rovnice v¹ak
stále je¹tì þ¾ijeÿ na variìtì dimenze 2 n + 1.
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B.3 Èasovì závislé kanonické transformace

Na problematiku kanonických transformací, které jsme v bezèasovém pøípadì studovali v èásti 3.8,
je mo¾né pohlí¾et dvìma ekvivalentními zpùsoby: Rozli¹ujeme mezi pohledempasivním a aktivním.

V pøípadì transformací pasivních jde pouze o zmìnu souøadnicového systému, pøièem¾ body
v roz¹íøeném fázovém prostoru zùstávají �xované. Naproti tomu v aktivním pøístupu jeden bod
z roz¹íøeném fázovém prostoru pøechází pomocí jistého tokuna bod jiný.

Od kanonických transformací po¾adujeme zachování jednoduchého tvaru pohybových rovnic
nebo ekvivalentnì zachování 2-formy 
 . Nadále budeme uva¾ovat pouze transformace pasivní.
Potom je mo¾né zavést kanonické transformace následující de�nicí 6:

De�nice : kanonickou transformací nazýváme takovou zámìnu souøadnic na fázovém prostoru,
která zachovává kanonický tvar formy 
 , tedy

(qj ; pj ; t) ! (Qj (qj ; pj ; t); Pj (qj ; pj ; t); t) :

dpj ^ dqj � dH ^ dt = dPj ^ dQj � dH 0^ dt : (B.24)

Podívejme se nyní na dynamické vektorové pole urèené Hamiltonovými rovnicemi.

Tvrzení : Transformace generovaná fázovým tokem �X , tedy urèena dynamickým polemX dle
(B.6), je kanonická.

Dùkaz : Plyne pøímo z ekvivalence vztahù (B.15) a (B.24) pro tok �X , tedy

L X 
 = 0 , � �
X


 = 
 : (B.25)

���

Pøipomeòme, ¾e ka¾dá (lokální) kanonická transformace odpovídá jisté generující funkci F na
fázové varietì. Dále pøipomeòme, ¾e kontaktní 1-forma na roz¹íøeném fázovém prostoru je tvaru
� = pj dqj � H dt, a ¾e aplikací vnìj¹í derivace dostáváme nesingulární uzavøenou 2-formu
 ,
tedy d� = 
 . Nyní uva¾ujme novou formu� 1 danou výrazem

� 1 = Pj dQj � H 0dt (B.26)

v nových souøadnicích (Qj ; Pj ; t) spojených s (qj ; pj ; t) kanonickou transformací. Potom platí
d� 1 = 
 . Odeètením dvou rùzných souøadnicových vyjádøení 2-formy
 dostáváme

d(� � � 1) = 0 : (B.27)

Z pøedchozího výrazu plyne uzavøenost formy� = ( � � � 1). Nyní u¾ijme Poincarého lemmatu,
podle nìho¾ pro uzavøenou 1-formu� lokálnì existuje funkce F taková, ¾e� = dF .

Dùsledek : Pro danou kanonickou transformaci existuje na ka¾dém okolí U fázového prostoru
lokální funkce F taková, ¾e

pj dqj � Pj dQj � H dt + H 0dt = dF; (B.28)

co¾ je zobecnìním (3.60). FunkciF nazývámegenerující funkcí kanonické transformace.

Nyní uka¾me, ¾e nový hamiltoniánH 0(Qj ; Pj ; t) je urèen výrazem

H 0 =
@F
@t

+ Pi
@Qi

@t
+ H : (B.29)

6V aktivním pohledu kanonickou transformací nazýváme difer encovatelné zobrazení g fázového prostoru, které
zachovává 2-formu 
 , tedy g� 
 = 
 , kde g� je pull-back g.
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Dùkaz : Rozepi¹me diferenciálydF a dQj ve vztahu (B.28), kdeF = F (qj ; pj ; t) a Qi = Qi (qj ; pj ; t):

pj dqj � Pi

�
@Qi

@qj
dqj +

@Qi

@pj
dpj +

@Qi

@t
dt

�
� H dt + H 0dt

=
@F
@qj

dqj +
@F
@pj

dpj +
@F
@t

dt : (B.30)

Nyní porovnejme levou a pravou stranu pøedchozího výrazu, èím¾ dostaneme tøi u¾iteèné vztahy,
pøièem¾ poslední z nich (B.33) je hledaným dùkazem:

@F
@qj

= � Pi
@Qi

@qj
+ pj ; (B.31)

@F
@pj

= � Pi
@Qi

@pj
; (B.32)

@F
@t

= � Pi
@Qi

@t
� H + H 0 : (B.33)

���

Dále pro konkrétní trajektorii platí, ¾e

dF
dt

= ( pj _qj � H ) � (Pi _Qi � H 0): (B.34)

Dùkaz : Pøímo poèítejmedF
dt a za jednotlivé parciální derivace funkceF (qj ; pj ; t) pak dosaïme

výrazy (B.31), (B.32) a (B.33),

dF
dt

=
@F
@qj

_qj +
@F
@pj

_pj +
@F
@t

=
�

pj � Pi
@Qi

@qj

�
_qj � Pi

@Qi

@pj
_pj � Pi

@Qi

@t
� H + H 0

= ( pj _qj � H ) � (Pi _Qi � H 0) : (B.35)

���

Generující funkci F kanonické transformace je mo¾né psát v libovolných souøadnicích na ka¾-
dém okolí U fázového prostoru. Pøedpokládejme nyní, ¾e body zU lze jednoznaènì speci�kovat
kombinací starých a nových souøadnic. O takových kanonických transformacích øíkáme, ¾e jsou
typu 1 a¾ 4:

1 2 3 4
(q; Q; t) (q; P; t) (p; Q; t) (p; P; t)

� kanonická transformace typu1: obecná funkceF na varietì lze vyjádøit v konkrétních sou-
øadnicích (qj ; Qj ; t). Ze vztahu (B.28) potom plyne

pj dqj � Pj dQj � H dt + H 0dt = dF (1) (qj ; Qj ; t)

=
@F(1)

@qj
dqj +

@F(1)

@Qj
dQj +

@F(1)

@t
dt ;

kde F (1) (qj ; Qj ; t) = F (qj ; pi (qj ; Qj ; t); t). Porovnáním levé a pravé strany dostáváme

pj =
@F(1)

@qj
; Pj = �

@F(1)

@Qj
; H 0 = H +

@F(1)

@t
: (B.36)

� kanonická transformace typu2: funkce F lze vyjádøit pomocí (qj ; Pj ; t)
Zaveïme funkci F (2) (qj ; Pj ; t) = F (qj ; pi (qj ; Pj ; t); t)+ Pj Qj (qi ; Pi ; t). Ze vztahu (B.28) plyne

pj dqj � Pj dQj � H dt + H 0dt = d(F (2) � Pj Qj )

= dF (2) � (dPj )Qj � Pj dQj ;
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tedy

pj dqj + Qj dPj � H dt + H 0dt =
@F(2)

@qj
dqj +

@F(2)

@Pj
dPj +

@F(2)

@t
dt :

Porovnáním èlenù v pøedchozím výrazu dostáváme

pj =
@F(2)

@qj
; Qj =

@F(2)

@Pj
; H 0 = H +

@F(2)

@t
: (B.37)

� kanonická transformace typu3: funkce F lze vyjádøit pomocí (pj ; Qj ; t)
Zaveïme funkci F (3) (pj ; Qj ; t) = F (qi (pj ; Qj ; t); pj ; t) � pj qj (pi ; Qi ; t) a postupujme analo-
gicky jako v pøedchozích pøípadech, tj. aplikací vztahu (B.28) a porovnáním vzniklých výrazù
dostáváme

qj = �
@F(3)

@pj
; Pj = �

@F(3)

@Qj
; H 0 = H +

@F(3)

@t
: (B.38)

� kanonická transformace typu4: funkce F lze vyjádøit pomocí (pj ; Pj ; t)
Zaveïme funkci F (4) (pj ; Pj ; t) = F (qi (pj ; Pj ; t); pj ; t) + Pj Qj (pi ; Pi ; t) � pj qj (pi ; Pi ; t), apli-
kujme vztah (B.28) a porovnejme výrazy. Jako výsledek obdr¾íme

qj = �
@F(4)

@pj
; Qj =

@F(4)

@Pj
; H 0 = H +

@F(4)

@t
: (B.39)

Tím jsme odvodili vztahy pro kanonické transformace známé zklasických uèebnic mechaniky.

B.4 Geometrická interpretace Hamiltonovy{Jacobiho teori e

V této èásti pøipomeneme klasické odvození Hamiltonovy{Jacobiho rovnice a uvìdomíme si pøitom,
co jednotlivé kroky znamenají v øeèi geometických objektù na roz¹íøeném fázovém prostoru.

Vyjdeme z toho, ¾e známe výraz pro dynamické vektorové poleX , viz (B.6), tedy

X =
@H
@pj

@
@qj �

@H
@qj

@
@pj

+
@
@t

;

a 2-formu 
 = dpj ^ dqj � dH ^ dt, viz (B.3), obojí zadané v souøadnicích (qj ; pj ; t). V úvodu
této kapitoly jsme právì díky formì 
 de�novali kanonické transformace a odvodili pro nì nìkteré
u¾iteèné vztahy.

Nyní se pokusíme provést takovou kanonickou transformaci,tedy zmìnu souøadnic na roz¹íøe-
ném fázovém prostoru, která zjednodu¹í výraz pro vektorovépole X . Uvìdomme si, ¾e pøechod
(qj ; pj ; t) ! (Qj ; Pj ; t) vede rovnì¾ ke zmìnì Hamiltoniánu H na H 0 a umo¾ní nám zapsat Hamil-
tonovy kanonické rovnice v nových souøadnicích, tedy

@H0(Qj ; Pj ; t)
@Pj

=
dQj

d�
;

@H0(Qj ; Pj ; t)
@Qj

= �
dPj

d�
: (B.40)

Pøedchozí výrazy zároveò urèují dynamické vektorové poleX v nových souøadnicích,

X =
@H0

@Pj

@
@Qj �

@H0

@Qj
@

@Pj
+

@
@t

: (B.41)

Kanonická transformace je zadána svou generující funkcíF , viz (B.28). Tato funkce urèuje
také nový hamiltonián H 0 výrazem (B.29). Speciální volbou generují funkce je mo¾né obdr¾et
nový hamiltonián identicky rovný nule, tedy

H 0(Qj ; Pj ; t) � 0 : (B.42)
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Touto volbou se stávají nulovými rovnì¾ levé strany pohybových rovnic (B.40) a vektorové pole
(B.41) podél vývoje pøechází na velmi jednoduchý tvar

X =
@
@t

: (B.43)

Øe¹ením takto transformovaných pohybových rovnic jsou konstanty dané poèáteèními podmínkami

Qj = � j ; Pj = � j : (B.44)

Pøipomeòme, ¾e vývoj systému je geometricky dán integrálními køivkami dynamického vekto-
rového poleX . V souøadnicích jsou tyto køivky urèeny øe¹ením pohybovýchrovnic v konkrétních
souøadnicích, tedy dvojicí funkcíqj (� ) a pj (� ) resp. Qj (� ) a Pj (� ). V na¹em pøípadì jsou tímto
øe¹ením v nových souøadnicích konstanty. Neznamená to v¹ak, ¾e by se systém nevyvíjel, ale pouze
to, ¾e v ka¾dém èasovém øezu máme �xovanoustále stejnou polohu systému vùèi vhodným aktu-
álním souøadnicím. Tyto souøadnice se v¹ak dynamicky mìní právì s vývojem systému, tedy dle
tvaru popisovaných integrálních køivek. Zmìna je urèena èasovì závislou generující funkcí kano-
nické transformace7.

Je¹tì si uvìdomme, ¾e kanonická transformace je de�nována jako jistý speciální tok na roz¹íøe-
ném fázovém prostroru, podél kterého se zachovává 2-forma
 . V úvodu této kapitoly jsme rovnì¾
ukázali, ¾e fázový tok urèený polemX generuje kanonickou transformaci. Právì této tranformaci
odpovídá pøedchozí popis. To znamená, ¾e celá informace o vývoji systému je nyní þulo¾enaÿ
v generující funkci.

Uva¾ujme nyní konkrétní typ kanonické transformace, napøíklad typ 1, kdy lze v¹e vyjádøit
pomocí souøadnic (qj ; Qj ; t) a generující funkceF (1) . Pro nový hamiltonián a zbylé souøadnice
dostáváme vztahy (B.36).

Pokud v posledním výrazu uplatníme podmínku nulovosti nového hamiltoniánu, dostáváme
po¾adovanou rovnici pro generující funkci

H +
@F(1) (qj ; Qj ; t)

@t
= 0 : (B.45)

Nyní ji¾ zbývá pouze oznaèitF (1) jako S a dosadit zapj do H (qj ; pj ; t) výraz pj = @S
@qj . Tím jsme

odvodili parciální diferenciální rovnici prvního øádu pro speciální generující funkciS zaji¹»ující
nulovost nového hamiltoniánu H 0,

H
�

qj ;
@S
@qj

; t
�

+
@S
@t

= 0 ; (B.46)

co¾ jeHamiltonova{Jacobiho rovnice.

7Pøipomeòme, ¾e v tomto pøípadì opìt pøedpokládáme stejné pl ynutí obou èasù tj. t jako¾to souøadnice roz¹í-
øeného fázového prostoru a � jako¾to parametru integrální køivky, tedy volbu d t

d � = 1.



Shrnutí hlavních pojmù a notace

M varieta (bod, mapa, atlas)

x i kartézské souøadnice v Rn

f funkce


 (t) køivka (s parametrem t)

a; b; : : : ; v vektor

d
d t vektor coby diferenciální operátor v (f ) = d

d t f = df
dt

� ; � ; : : : ; � 1-forma (kovektor, forma)

h� ; v i zú¾ení (kontrakce) = � (v )

df diferenciál funkce coby forma hdf ; v i = v (f )

ei
@

@x i obecná a souøadnicová báze vektorù v = vi @
@x i

" i dx i obecná a souøadnicová báze forem � = � i dx i

TP M teèný prostor v bodì P

T �
P

M koteèný prostor v bodì P

TM teèný bandl

T �M koteèný bandl

(B; �; F; F ) fíbrovaný prostor

L X Lieova derivace L X f = X (f )

[X ; Y ] Lieova závorka vektorových polí = L X Y

Q kon�guraèní varieta

TQ rychlostní fázových prostor
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T �Q fázový prostor

qj zobecnìné souøadnice

_qj zobecnìné rychlosti

pj kanonické hybnosti

! symplektická 2-forma

^ ; d vnìj¹í souèin, vnìj¹í derivace � ^ � = � � ^ � ; d2 = 0

iX ! vlo¾ení vektorového pole ! (� ; X ) = � ! (X ; � )

� 0 kanonická Cartanova forma � 0 = pj dqj

! �� =
�

0 -I
I 0

�
symplektická matice ! = d� 0 = dpj ^ dqj

X f hamiltonovské pole vùèi f iX f
! = df

f f; g g Poissonovy závorky = L X g
f = ! (X g; X f )

L X � L = dL Lagrangeovy rovnice

iX ! = dH Hamiltonovy rovnice



Anglický slovníèek

dimenze dimension
fázový prostor phase space
fíbrovaný prostor �bre space
forma (1-forma) one-form
funkce function
generující funkce generating function
hybnost momentum
kanonická transformace canonical transformation
(ko)teèný bandl (co)tangent bundle
(ko)teèný prostor (co)tangent space
køivka curve
Lieova derivace Lie derivative
mapa chart
Poissonova závorka Poisson bracket
souøadnice coordinate
symplektická 2-forma symplectic 2-form
symplektická matice symplectic matrix
tok 
ow
varieta manifold
vektor vector
vektorové pole vector �eld
vlo¾ení insert (inner product)
vnìj¹í derivace exterior derivative
vnìj¹í souèin exterior product (wedge product)
zdvih lift
zobrazení mapping (map)
zú¾ení contraction
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1-forma, 20
1-forma df , 12
2-forma, 20

anuloid, 7
atlas, 5

bodová transformace, 31

Cartanova identita, 22, 42

diferenciál funkce, 11
dimenze variety, 5
duální souøadnicová báze, 11
dynamické vektorové pole, 23, 26, 38

elementární objemový element, 45

forma, 10
forma na varietì, 10
funkce na varietì, 7
fázový portrét, 23

generující funkce, 43

hamiltonovské vektorové pole, 40
Hamiltonovy kanonické rovnice, 37
harmonický oscilátor, 24

integrál pohybu, 32
integrální køivky, 15, 23
invariance L , 33

jednotné znaèení lokálních souøadnic, 37

kanonická Cartanova 1-forma, 36
kanonická transformace, 42
kanonický objemový element, 45
kon�guraèní varieta, 7, 26
kontaktní varieta, 50
kontrakce, 10
koteèný bandl, 12
kru¾nice, 6
køivka na varietì, 8

Lagrangeova 1-forma, 28
Lagrangeova funkce, 26

Lagrangeova rovnice, 28
lagrangeovská vektorová pole, 28
Lieova algebra, 18
Lieova derivace

diferencialu, 18
formy, 18
funkce, 18
vektoru, 18
zú¾ení, 18

Lieova derivace ve slo¾kách, 19
Lieova grupa transformací, 16
Lieova závorka, 18
Lieùv pøenos

1-formy, 17
funkce, 17
vektoru, 17

Liouvilleova vìta, 44
lokální souøadnicový systém, 5

mapa, 5
matematické kyvadlo, 25, 26

objem
v R2, 44
v R3, 44
v Rn , 44

objemová funkce, 44

Poincarého lemma, 43
Poissonova závorka, 38
pole 1-forem, 14
pole druhého øádu, 27
prostor

koteèný, 10
teèný, 8

pull-back, 16
push-forward, 16

rotace, 31
rychlostní fázový prostor, 26

sféra, 7
soubor map, 5
souøadnicová báze, 9
souøadnicové zobrazení, 5
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symplektická forma, 38
symplektická matice, 37

teorém Emmy Noetherové, 31
teèný bandl, 12, 26
tok, 15
torus, 7
translace, 31
tøída ekvivalence, 8

varieta, 5
vektor gradientu, 12
vektor na varietì, 8
vektorové pole, 14
vlo¾ení vektoru, 20
vnìj¹í derivace, 21
vnìj¹í souèin, 21
volná èástice, 30
volný pád, 24, 30
vztah mezi mapami, 5

zákon zachování hybnosti, 33
zákon zachování momentu hybnosti, 33
zú¾ení, 10
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