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Uvod

Teoreticka mechanika, do ni% Lagrangeuv formalismus spagabezpochyby
zakladnim kamenem teoretické fyziky. Poeatky moderniho i mechniky
Ize nalézt ji% u Galilea ei Descarta, avtak zasadni vyznam jmaejména
Newtonovy Principie publikované v roce 1687.

Lagrangeova mechanika je jinou formulaci klasické mechéwpi poprvé
uvedenou v roce 1788 Josephem Louisem Lagrangem. Jeji pick&t vy-
znam spoeiva zejména ve vyrazném zjednoduleni popisu a wieranoha
fyzikalnich problému oproti newtonovské formulaci zakoninechaniky.

Radikalni rozvoj matematickych metod u%aivanych ve fyzice minulém
stoleti vedl k mo¥nosti pgeformulovat Lagrangeuv formatiss do elegant-
niho jazyka diferencialni geometrie.

Hlavnim impulsem pro vznik této bakalagské prace byla vodilna pged-
natka pProseminag teoretické fyziky Iy, poprvé uvedena naatématicko-
fyzikalni fakulti Univerzity Karlovy v Praze doc. Podolskym v roce 2004.
V té mili studenti mo¥nost poznat zaklady diferencialni geeetrie a zpusoby
jejich aplikaci na teoretickou mechaniku.

Tato pgednatka mi oslovila a zaeal jsem se tedy zajimat o exigci stu-
dijni materidly k tomuto tématu. Uk&zalo se vtak, ¥%e mimo stalardnich
knih pojednéavajicich o teoretické mechanice v klasickém jeti (napg. [1],
[2], [3]) neexistuji prakticky ¥.adné relevantni dostupnéaterialy v eeském
jazyce. Rozhodli jsme se proto po vzajemné domluvi s doc. Raskym vy-
tvogit studijni text [4] zalo¥seny na jeho pgednalce. Souéé&shoto textu je
i prvni kapitola pgedlo¥iené bakaldgské prace.
prace s tim, ¥%e i jeji eéasti by v budoucnu mily byt zaéleniny demininého
studijniho textu.

Pgi psani této bakalagské prace jsem vychazel zejména z veldagilé
slovenské knihy [5] a z vyznamnych monogra i [6], [7]. U¥éteym zdrojem
informaci byly také knihy [8], [9] ei [10].
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1 Zaklady geometrické formulace
Lagrangeovy mechaniky

V této kapitole nejprve zavedeme zékladni geometrické poyna ukad¥seme, Yse
pgirozenou arénou Lagrangeovy mechaniky je teény bandDTkon guraéni
variety Q, a ¥%e dynamicky vyvoj je ureen vektorovym poledd, které geti
Lagrangeovy rovnice v geometrickem tvarh, , = dL: Integralni keivky

(t) tohoto pole uréuji fazovy portrét daného systému. Zformujeme a do-
kd¥.eme vyznamny teorém Emmy Noetherové, ktery dava do salosti sy-
metrie Lagrangeovy funkce a zakony zachovani.

1.1 Fazovy portrét: dynamicky systém coby
vektorove pole
Fazovy portrétje znazornini mo¥aného vyvoje systému v grafu rychlost vessu

poloha, tedyv(x). Prostor parametru (x; v) nazyvame té% prychlostni fazovy
prostory.

jedna se o mno%inu kgiveKt): ka¥sdym nesingularnim bodem prochazi
pravi jedna kegivka

ka¥ada kagivka je jednoznaéni uréena poéateenimi podminkéxai Vo)
bod v rychlostnim fazovém prostoru X; v) uréuje fyzikalni stav sys-
tému

Zmininé kagivky (t) vyvoje systému Ize chapat jakantegralni kaivkyspeci-
alniho vektorového poleX, které nazyvamedynamické vektorové poleTo je
(pro pgipadn = 1) ureeno vyrazem

d @ @

x:a:V@"‘a@; (11)
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1.1 Fazovy portrét: dynamicky systém coby vektorové pole 7

kdev je okam¥iita rychlost @ je zrychleni éastice, je¥ je v konkrétnim pgipadi
ureeno Newtonovou pohybovou rovniana = F.

Ve smyslu operatoru aplikovaného na libovolnou funkdi tedy plati

df f F @f
X(f) == VQ+ F@ ;
dt @x m@v
tak¥se slo¥sky dynamického vektorového pole v rychlostnimacf@m prostoru
S nezavislymi sougadnicenx, v jsou X = v; % . Odtud Ize uréit integralni
kaivky (t) gelenim soustavy rovnic

(1.2)

dX' ik

g = X (1.3)
viz rovnice (1.22) v [4], kde sougadnice jsou’ x?)  (x; V). Explicitni tedy
je

dx

&V (1.4)
dv_F

o (1.5)

@etenim soustavy (1.4), (1.5) dostavdme easovy vyvoj systé x(t), v(t)
v rychlostnim fazovém prostoru.

Pgiklad: volny pad F = mg, tak¥%e (1.1) je
@ @

X =V—+(g—:

& ‘@

Integralni kgivky fazového portrétu jsouparaboly Opravdu, geleni uréené
rovnicemi (1.4), (1.5) je

(1.6)

x = gt2+ vot + Xo; V= gt+ v (1.7)
(kde vg, Xo jsou integraéni konstanty) tak¥e vyloueenimdostavame

V. V.

1 2
+ Xo = 2—gv2+ Xo \2/—; . (1.8)

Fazovy portrét je znadzornin na obrazku 1.1.
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Pgiklad: harmonicky oscilator. F = kx, tak%e
@ , @ o_ K
X=v— !x—; kde ! “= —: 1.9
& @ m (1.9)

Integralni kaivky jsou elipsy, tedy uzavgené kgivky se singularnim bodem
v X =0, nebo» geleni soustavy (1.4), (1.5) nyni je

x = Acos(t + ); v= Al sin(lt + ); (2.10)

(A, jsou konstanty) a vyloueenimt opravdu dostavame

X 2 v 2

— + - = . .

A Al 1; (1.12)
viz obrazek 1.2.
Pgiklad: matematické kyvadloF = mgsin' . Rychlostni fAzovy prostor
je nyni uréen Uhlovymi parametry (;! ), tak¥e dynamické vektorové pole
X =18 +"8 matvar

@ g9g_.., @
X=1—= =sin' —; 1.12

nebo» pohybové rovnice uréuji, %e Ghlové zrychlénk  {sin' . Fazovy
portrét je znazornin na obrazku 1.3.

Zavir: Vidime, ¥e ge'eni ulohy v teoretické mechanice je mo¥unéégpev
na nalezeni odpovidajiciho (unikatniho) dynamického vedtového poleX

v rychlostnim fdzovém prostoru. PoleX je pgitom geometricky objekt, ktery
existuje nezavisle na konkrétnich sougadnicialychlostniho fazového pro-
storu. Lze tedy v principu pou¥it libovolné zobecniné soudace kon gu-
raeni variety. Uka¥eme nyni, e pdeje opravdu ureeno geometricky, a to
Lagrangeovymi rovnicemi.
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Obrazek 1.1: Dynamické vektorové pole a fazovy portrét vado padu.
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Obrazek 1.2: Dynamické vektorové pole a fazovy portrét hamwnického os-

cilatoru.
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Obrazek 1.3: Dynamické vektorové pole a fazovy portrét mateatického

kyvadla.



1.2 Z&kladni geometrické objekty Lagrangeova formalismu 1 0

1.2 Zakladni geometrické objekty Lagrangeova
formalismu

Vyklad lagrangeovské mechaniky v jazyce diferencialni geetrie zaéneme
de nici nikolika dule¥aitych pojmu:

kon guraeni varieta Q je varieta vtech mo¥nych poloh (tvaru) daného
systému parametrizovana zobecninymi sougadnicengi(:::; q"), pgi-
eem¥m je poeet stupou volnosti systému

teeny bandITQ, neboli rychlostni fazovy prostor je fibrovana varieta

' speci kuji konkrétni vektor z teeného prostoru TQ, neboli
=d % (zduraznime, ¥ _oznaeuje sougadnice, nikoli éasovou de-
rivaci funkce)

Lagrangeova funkce. je skalarni funkce na teeném bandlu @, tedy
zobrazentf L : TQ! R

dynamické vektorové poleX % na TQ je vektorové pole, které je
ureeno Lagrangeovou funkdi; jeho integralni kaivky (t) uréuji fazovy

portrét, tj. udavaji easovy vyvoj systému.

llustrace: matematické kyvadlo

Kon guraéni varietou Q matematického kyvadla je kru3znice, tedy varieta?.
Na jejim teéném bandlu TQ = T S! je de novana Lagrangeova funkce.,
ktera ma v pgirozenych sougadnicich tvar('; ') dany

L = Zml?_2+ mgl cos" (1.13)

Ta jednoznaéni uréuje dynamické vektorové polX, neboli danym bodem
Z 2 TS! prochazi pravi jedna integralni kaivka s teénoX , odpovidajici
konkrétnimu vyvoji (viz obrazek 1.3, kde! =").

Poznamka: Uvidomme si, ¥e vektorové pol€ ve skuteenosti le¥si v teéném
bandlu T(T Q), nikoli pgimo v TQ. V pgipadi matematického kyvadla tedy
v T(T SY). Proto je to hladky gez na T(TQ).

1Pokud je Lagrangeova funkce navic také éasovi zavisla, plat : TQ R! R.(Pokud
neexistuje potencialV, jsou pusobici sily popsany 1-formami = F; dx' = Q; dd .)
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1.3 Lagrangeovska vektorova pole

Cilem lagrangeovského popisu je nalézt unikatni keivkyt) na kon guraeni
varieti Q uréujici vyvoj systému pgi danych poeateénich podminkactuto
kaivku ziskame projekci kgivky /\(t) le%ici na varieti TQ. Pgipomeome, %e
teeny bandl TQ je fibrovany prostor s baziQ (viz kapitola 1.2 v [4]), a proto
(t)= (™(1)). V lokélnich sougadnicich mame (t) (gH(t);:::; d'(t)) a
MY (g () d(E); s d ().
V daném bodi P (to) 2 Q pwitom teéna ke kagivce(t) ureuje rychlost
systému popsanou vektorenv 2 T, Q, jen¥a ma v sougadnicové bazi tvar

v=v& = (t)S. Tim je oviem jednoznaéni uréen odpovidajici bod
Z (to) 2 TQ, nebo» obecni musi platity = ¢ (to)ﬁ- Porovnanim obou
vyjadgeni vektoruv pro ka¥dou hodnotu parametri, odtud dostavame
podminky konzistence ve tvaré

- dd (1),

Pouze takové kgivky {t) na TQ sploujici vztah (1.14) mohou konzistentni
odpovidat pgislutné kaivce(t) na Q | pak gikdme, %e %t) je pzdvihemy
(t), zatimco (t) je pprojekciy t).

V Lagrangeovi geometrickém formalizmu se tedy musime omepg@n na
specialni dynamicka vektorova polX na TQ, aby jimi generované integralni
kaivky 7(t) automaticky sploovaly podminky (1.14). Proto%e obecni plati

daf dql(t)@‘+ dd (t) @f,

XO %7 & oy’ @ @ (1.15)

omezeni dana (1.14) implikuji

X = d§+wi(d;@o£; (1.16)
nebo» jsme identi kovali
dof _ .
@ d: (1.17)
%= Wi (1.18)

ZOpit_ zduraznime koncepéni rozdil mezi funkci ¢ (t), sougadnicig_a derivaci dq;#
funkce d (t).
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Specialni vektorova polg tvaru (1.16) se nazyvajipole druhého gaduDy-
namické vektorové pole v Lagrangeovi popisu tedy musi byt pem druhého
gédu, aby davalo konzistentni geleni pohybovych rovnic. &yostni fazovy
prostor TQ ma sice dimenzi B, ale diky implicitni vazbi (1.14) impliku-
jici (1.16) se efektivni redukuje nan nezavislych prominnych kon guraeni
variety Q.

Pro danou trajektorii  (t) (gt(t);:::;d'(t)) na Q diky (1.17), (1.18)
plati ";T‘f = 4% = Wi, tak¥%e funkcaV! vyjadeuiji slo¥sky okam¥itého zrych-
leni systému. Dynamicky je toto zrychleni uréeno pohybovyinrovnicemi

v zobecninych sougadnicich, tedy Lagrangeovymi rovnicethidruhu, neboli
4 %L g—g =0, kde L(d;d) je paislutna Lagrangeova funkce. Explicitnim
rozpisem Uplné easové derivace v prvnim élenu dostavame

@ di, @ dd @L_

—__ = ———— — =0; 1.19
@@ d " @ue d @ (1-19)
tak¥se funkcaV’ jsou gelenim linearni soustavy rovnic
AjW! =C Bj;d; (1.20)
e @L @L @L

jsou funkce na TQ uréené Lagrangeovou funkdi Vektorova pole X druhého
gadu na T, tedy tvaru (1.16), kde funkceW!’ jsou dany vztahem (1.20),
nazyvame lagrangeovska vektorova paléntegralni kaivky pravi takovych
poli ureuji dynamiku soustavy v Lagrangeovi formalizmu.

1.4 Geometricka podoba Lagrangeovych rovnic

Nyni mu¥.eme pgejit k otdzce, jak nalézt zmininé unikatni dymické vek-
torové pole X pgisluiné dané Lagrangeovi funkdi na teéném bandlu Q.
Uka¥aeme, e toto pole splouje rovnici

L, . =dL; (1.22)

3Pgipomeodme, ¥:e obecné (hladké) vektorové pole n@Tma tvar X = VI &+ wi &,
kde Vi a Wi jsou libovolné (hladké) funkce sougadnicj a g . Pro pole druhého géadu je
specialni Vi = g¢.

“Matice A je invertibilni kdy% ma nenulovy determinant detA zvany hessian; takovy
systém je nedegenerovany.
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co¥ je geometricky vyjadgeriaagrangeova rovnice jeji%a vyznam si nejprve
ozgejmime.

Levou stranu (1.22) tvogi Lieova derivace tz\Lagrangeovy 1-formypodle
nami hledaného vektorového polX (které musi byt druhého gadu). Lagran-
geova 1l-forma je specialni 1-forma na@ de novana v lokalnich zobecni-
nych sougadnicich vyrazem

@L, ;.
e (1.23)

Viimnime si, %se tato 1-forma, narozdil od obecné 1-forfyma pouze slo¥iky
tvaru dd . Striktni vzato, jedné se o pole 1-forem, které jsou gezem (T Q).

Dukaz platnosti rovnice (1.22). Uva¥wujmeme Lieovu derivaci Laamgeovy
1-formy podél obecného vektorového pob€. Aplikaci Leibnizova pravidla
dostaneme
Q@L, ; @L | . @LL :
« ., =L, —d = L,— dd+ —L, dd : 1.24
al q al q al q (1.24)
Dale vyu¥ijeme vztah . f X (f) % viz (1.39) v [4], a skuteenosti, ¥e
L, ad komutuji, viz (1.43) té¥% v [4],

L

. d @ ,;, @L, dgd _ d @L ,;, @L,
LXL—E@ dq'+@da—a@ dql+@dg’_.
(1.25)
Nyni pou¥ijeme Lagrangeovy rovnice 2. druhu v obvyklém sadaicovém
zépisu & % = g—é’ které popisuji dynamiku systému. Diky nim ihned
dostavame oL . @L
L, = @dq’ + @dq’_ = dL; (1.26)

kde v poslednim kroku jsme pou%ili vyraz (1.18) z [4] pro déacial Lagran-
geovy funkceL (¢ ;d). Tim jsme ovigili platnost vztahu (1.22) reprezentu-
jiciho Lagrangeovy rovnice v éisti geometrické geei, tedgkp vztahu mezi
geometrickymi objekty na TQ, jen% je zcela nezavisly na sougadnicich.

SPgipomeodme, %e obecna 1-forma n&Tma tvar = dot+:::+ ,dg'+ dgt+
i+ pddh.
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Pgipomeome znovu vyznam rovnice (1.22): pro zadanou Laggsovu
funkei L (uréujici jak 1-formu |, tak 1-formu dL) hledame takové unikatni
vektorové poleX druhého gadu, aby platil vztah (1.22). Integrélni kaivky

(t) takového poleX pak ureuji fyzikalni vyvoj daného systému.

llustrace: pohyb eastice v potencial¥ (q) v jedné dimenzi
Lagrangeova funkce ma tvar

L=1im@ V(9 (1.27)
a pro Lagrangeovu formu (1.23) tedy plati
. = madq: (1.28)
Dale je
dL = V%g+ mqdq: (1.29)
Natim cilem je nyni najit pole
X = x1§q+ XZ@% (1.30)

takové aby platilo (1.22), pgieem¥! = ga funkci X ?(q;q) hledame. Obecni
plati pro Lieovu derivaci vztah

@X

_ i@, i
Lo = Xgk* gy 9 (1.31)
kde nyni = |, tak%e prox';x?) =(q;d); =( 1 2)=(mg;0)je
@, @, @X @%
L, = Xx!? X2 d
L @ " @ ‘eq Za@q %97
N pa
@X @X
= X 2 = d —dq:
m +mq_@q q+mq_@L &

Porovnanim sdL z vyrazu (1.29) ji% mu¥eme snadno vyjadgit obi sloYiky
hladaného vektorového pole, nebo» musi platit

@X_ 1
X2+ g——= —V§
"Tag m
@X

@x_,. (1.33)
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Proto¥seX ! = ¢, je druh& rovnice identicky splnina a prvni rovnice pgimo
uréuje X 2:

X'=g;
2 _ 1 [}
2= Zve (1.34)

Jako specialni ilustrace Ize uva¥iit

volnou eastici Proto¥seV =0; q= X, je
@
X = X— 1.35
X ax (1.35)
a integralni kagivky (t) systému jsou dany diferencialnimi rovnicemi
dx
=X 1 - vy
dt %
dx
== X2= 0; 1.36
gt (1.36)

jejich% integraci dostavame

X = Vp = konst:

X = Vot + Xo: (1.37)
volny pad Potenciél je dan vyrazenV (x) = mgx; tak¥%e pole
je dle (1.34) dano

@ @
X=X—+0—; 1.38
Xax " 9ax (1.38)
z niho¥%, dale dostavame diferencialni vyrazy pro integralk@ivky
dx
— =X 1 =
dt %
dx
——=X 2 = 1.
it , (1.39)
jejich%s gelenim je
X = gt+ Vo;

X = 2qt2 + Vot + Xo: (1.40)
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1.5 Teorem Emmy Noetherove

Pgedpokladejme, ¥%e nalljsou dany:
L Lagrangeova funkce systému

X dynamické vektorové pole generujici toktX

Z dal'i vektorové pole generujici tok “.

Pole Z na TQ odpovida bodove transformacina Q, tedy zobrazenig !
q* = d*(d; ).

Bodova transformace naQ je generovana vektorovym polenZ o takovym,
%l = 7¥(d), neboli z¥ = &%} ;.

llustrace: translacev osex o vzdalenost jex°= x+ ,y%=y. Generatorem
této translace je

Zo= —: (1.41)

llustrace: rotace kolem poéatku o tUhel jer®=r,' °="' + . Generatorem
této rotace je

Zo= —: (1.42)

Vektorove poleZq = Z"% b¥%sjey naQ, zatimco poleZ je jeho roztigenim
na TQ. Geometricky vyznam roztigeni pol&o na Z spoéiva v tom, Ye
zatimco poleZq generuje tok  na kon guraeni varieti Q, pole Z generuje

odpovidajici tok ( ; ) nateeném bandlu TQ, kde je pgisluny push-

forward teéného prostoru.

To znamena, ¥e integralni kaivky polejsou uréeny ¢;q)! (d:;d)

( (d); (d)). Explicitni vyjadgeni pole Z najdeme nasledujicim zpuso-
bem. PoleZ musi byt tvaru

— k @ k @ .
2=72" Gt 2 i (1.43)
Zadanimz¥(d'), co% jsou slo¥%gq, jsou slo¥akyZ* ji%s jednoznaéni uréeny.
Musi toti% platit

zk = %zk d() = %iq'_; (1.44)
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kde (t) je sougadnicové vyjadgeni libovolné kaivky uréujici tgewektor
v2 T,Q se slo¥kand'. (Vyraz (1.45) odpovida transformaci slo%ek vektoru
pomoci zobrazeni push-forward.) Pr& tedy dostavame

@ e, e
" Yar entar

y4 (1.45)

Nyni ji%2 mu¥eme teorém Emmy Noetherové formulovat, a to mdkljicim
zpusobem:

Teoréem: Jestli¥%e se hodnota Lagrangeovy funkcenemini podél kgivekz,
neboli
,L=0; (1.46)

pak funkceg dana vztahem
g=h ;Zi (2.47)

ma stéle stejnou hodnotu podél kaiveK (tedy pgi vyvoji systému), tj. plati
L,9g=0; (1.48)
co¥ odpovida de nicintegralu pohybu

Abychom mohli ukazat platnost vysloveného teorému, doka®ie nejprve
pomocné tvrzeni:

Lemma: Plati, 3%e
h ;[Z;X]i =0: (1.49)

Dukaz lemmatu: Pgipomeome, ¥%e vektorova potea Z jsou, viz (1.16) a
(1.45),

X:q@@+wj£'
z=zk@§Ik + %igl@ﬁ: (1.50)

Také si uvidomme, ¥e zde mu¥seme vynechat vtechny éleny t@u Opravdu:
proto¥%e , dd, viz de nice (1.23), plati

hL;%' =0; (1.51)
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tak¥e eleny tvaru@@fF jsou v ramci tohoto dukazu déle irelevantni. Poeitejme
nyni komutator®

. 5 . o o
[Z:X] ZX Xz Zk%(§+%hq'_%£ q@é_ @ka W’%.L @k:
(1.52)

Ve vyrazu (1.52) se nevyskytuji éleny obsahujici druhé deace, nebo» se
v komutatoru navzajem odeétou. Opravdu, obecni plati, %e

@ @ @@ @ @ @ @ @ @ @ @
Zb2] a-b- boa-=a— —+ab— b = ba——
Pa’el fe’s "efe ‘e’ Pew "a@e T
a eleny s druhou derivaci (2. a 4. elen) se tedy odeétou. _ . _
Vyraz (1.52) mu¥%eme dale upravit, uvidomime-li si, 348 = 0, @% = )
a %k =0, proto¥seZ¥(q). Je tedy
zix) @24 @ 4@ @ (1.54)

ey @ Teyar
Nyni ji% staéi jen pgeznaéit seitaci indg¢xv druhém élenu zal a ihned
vidime, %e4;X] 0. Jak jsme tedy ukazali, komutator Z; X] mé obecni
jenom komponenty%, a v dusledku (1.51) musi platith  ;[Z;X]i = O,
eim¥ je dukaz lemmatu dokoneen.

Dukaz teorému Emmy Noetherové: Koneéni mu¥seme elegantni s vy-
u¥itim pravi dokazaného lemmatu ukézat platnost teorému,ebo» uaitim
(1.42) z [4], (1.45) viz tamté¥% a Lagrangeovych rovnic (1)J32

L,g=L,h ;Zi=hL, ;Zi+h ;L. Zi=
=HhdL; Zi + h ;[X;Z]i= Z(L)+0 L ,L =0: (1.55)

6Pravi kvuli vynechani nikterych élenu, které po zG%eni s | vypadnou, pileme zna-
ménko misto =.
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llustrace: invariance L vuei translaci Generator translace je (1.41), tedy
@

Zq= & = 2 (1.56)

Napgiklad Lagrangeova funkce
= smx*+y?)  V(y) (1.57)
je vuei ni zgejmi invariantni, tak%ae plati
g=h_;Zi = mxdx + mldy;gi = mx: (1.58)

Rovnice (1.48) v tomto pgipadi vyjadgujeakon zachovani hybnosti

llustrace: invariance L vuei rotaci. Generator rotace je (1.42), tedy

@
o= — = 7: 1.59
e B (1.59)
Napgiklad pro Lagrangeovu funkci tvaru
L=2im(r?+r2) V(r) (1.60)
dostavame
g=h_;Zi = hmrdr+ mr®_d" gi = mr?; (1.61)

tedy teorem Emmy Noetherové implikujezachovani momentu hybnosti
Je ilustrativni podivat se na tuté¥ situaci také z pohledu Kezskych
sougadnic. V nich je generator rotace’= xcos ysin ,y°= xsin +ycos

dan @ @
Zo = X— —; 1.62
T Xy Y (1.62)
tak¥:eZ ji¥a nema stejny tvar jakaZq:
@ @ @ @
Z=X— — + X— — 1.63
o ‘o' fa Yo (169
Odtud pro L = im(x*+ y?) V(x;y) dostavame
g=h_;Zi = mxdx + mydy;Zi = m(xy_ yx); (1.64)

co¥ je opit zakon zachovani momentu hybnosti, nyni oviem agjgeny v kar-
tézskych sougadnicich.



2 Rozvinuti pojmu Lagrangeova
geometrického formalismu

2.1 Fibrovany prostor

Fibrovany prostorje vlastni jakymsi zobecninim kartézského soueinu. Nej-
snaze lze podstatu fibrované struktury pgibli%sit, pokud gzedstavime vari-
etu B do jejiho¥s ka¥sdého boadu2 B je jakoby pvlepenay dalti varietaF,,
viz obr. 2.1. Pgitom musi platit, %e varietyr, jsou ve viech bodecix 2 B
difeomorfni! s nijakou spoleénou ptypickouy varietolF, tj.

8x;x°2B: F,' Fye' F: (2.1)
Varieta B se nazyvabazova varietaF je typicky fibr a Fy je fibr v bodi x.
Sjednoceni [
F Fy (2.2)
x2M

pak nazyvametotalni prostor. Vztah mezi totalnim prostorem a bazovou
varietou je pgitom dan pgirozenym zobrazenify ! x

FIB (2.3)

nazyvanym kanonicka projekce Pojmem fibrovaného prostoru tedy obecni
rozumime strukturu (B; ; F; F) zahrnujici bazovou varietu, kanonickou pro-
jekci, typicky fibr a totalni prostor.

Navic je viak jelti po¥sadovana tzv. lokalni soueinova striikra, tj. exis-
tence pokryti U béazové varietyB a soustavy difeomor zmu

u)yru =5 (2.4)

1Dvi variety nazyvame difeomorfnimi, pokud mezi nimi existuje bijektivni zobrazeni
f a pgitom plati, %& af ! jsou hladka zobrazeni.

20
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Obrazek 2.1: Schématické znazornini fibrované struktury.

takovych, ¥e
()= (2.5)

pgiéem¥s zobrazenim, je my'lena projekce naU . Vagni geéenoF pgi-
nejmentim lokalni vypada jako soueinB F a% na to, ¥%e fibrly, mohou
byt vuei sobi trochu pzkroucenéy. Soustava zobrazeni se nazyvalokalni
trivializace.

Nejjednoduttim fibrovanym prostorem je pgirozeni tzvsouéinova fibro-
vana varietg kdy totalnim prostorem je kartézsky souéin baze a fibru a
projekci je projekce na prvni elen tohoto soueinu, tj.

B F!B : (2.6)

llustrace: Pgikladem soueinové fibrované variety je éasoprostor v #n-
telovi pojeti. Eas i prostor jsou pova¥ovany za absolutni asgoprostor Ize
tak interpretovat jako eétygrozmirnou varietu M 4 de novanou kartézskym
souéinemM 4 = R R3, kdet 2 R ax 2 R3. Kanonicka projekce je pak
pgirozeni dana

'R R®! R: (2.7)

Naproti tomu Newtonuv easoprostor, jen¥ je charakteriskig absolutnim
g¢asem avlak relativnim prostorer ji¥% neni pgikladem kartézského souéinu
easu a prostoru. Pgesto ma fibrovanou strukturu s kanoniekgrojekci

M*! R; (2.8)

kde M 4 znaei etygrozmirnou éasoprostorovou varietu. Tato proje& pgi-
gazuje ka¥.dé easoprostorové udalost2 M # odpovidajici hodnotu easu
t = (x). Fibrem je v tomto pgipadi inverzni obraz (t), kdet 2 R, tedy

tairozmirny prostor v daném éase. Ka¥dy fibr je pgitom difaorfni s R3.

2Plati toti% dobge znamy Galileiho princip relativity.
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Fibrovanou strukturu, avtak slo%aitijti, maji i Minkowskélo a Einsteinuv
gasoprostot.

llustrace: Daltimi jednoduchymi pgiklady souéinové fibrované varigefsou
valec ei Moébiuv pruh. V obou pgipadech je bazova varieta reggentovana
kru¥anici, tj. varietouS?, a fibr nijakym realnym intervalem | = (a; b).

Obrazek 2.2: Valec a Mobiuv pruh { nazorné pgiklady souein@fibrované
variety.

2.2 Fibrovana struktura TQ

Pgipomeome, ¥%ed je teenym bandlemkon guraeni variety Q, tj. variety
lokalni popsané zobecninymi sougadnicem;:::; ). Navic je oviem TQ
také nosiéem specialni struktury, toti% fibrované strukty: je fibrovanou
varietou s kanonickou projekci

'TQ!Q : (2.9)

Nejjednodutlim a zaroveo velice pgirozenym zpusobem zasedatlasu na

lokalni sougadnice nijakého bod® z okoliU Q , sougadnicové zobrazeni

‘U! R (2.10)

3Prvni se vyskytuje zejména ve specidlni teorii relativity, druhy je pak zakladnim
pojmem obecné teorie relativity.
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odpovida mapi (U; ) a oznaeime-li

0 Ly (2.11)
je potom mo¥ané zavést i tzv. kanonické sougadnic@y; :::; ;v v,
které jednoznaéni uréuji libovolny prvekv 2 0. Zobrazeni

"0 RY (2.12)

tedy de nuje mapu na  TQ indukovanou mapou naU Q . Soubor
map f0; "g je atlas na TQ.

2.3 Lityna TQ

Lifty 4 hraji dule¥aitou roli pgi geometrickém popisu lagrangeogskechaniky.
Obecni geeeno, je lift procedura, ktera nijakému geometkiému objektu
na bazové varieti B pgirozeni pgigadi geometricky objekt na totalnim pro-
storu F fibrované variety s kanonickou projekci : F !B

Mame-li napgiklad na varietiQ kaivku

t):R!'Q ; t2 R; (2.13)
potom jejim liftem na teeny bandl TQ je kaivka
ANt):R! TQ; t2R; (2.14)

pgieéem¥s musi platit vztah

@)= (: (2.15)

Je-li tedy ¢ (t) sougadnicové vyjadgeni kgivky(t), potom sougadnicové vy-
jadgeni kaivky {t) je (d'(t);d (t)).°

Pgejdime nyni k uloze liftu v Lagrangeovi mechanice. Lagrgeova funkce.
se v teoretické mechanice zavadi jako funkce zobecninychugadnicq a zo-
becninych rychlosti . Ty jsou zaroveo, jak jsme ukazali v oddile 2.2, ka-
nonickymi sougadnicemi na teeném bandlu@ kon guraeni variety Q. Pgi-
rozeni se proto nabizi geometricky interpretovat Lagrangeu funkci jako
funkci na fibrované varieti TQ

L:TQ! R: (2.16)

4Lze se té¥% setkat s vyrazemdvihy. ' o _
5Je potgeba si uvidomit, %e v tomto pgipadi jsow resp.q;q V' zobecniné sou-
gadnice naQ resp. na TQ.
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Tato funkce se da vyéislit na pgirozeném liftu trajektorie v kon guraenim
prostoru Q, neboli
L(t) L(@1): (2.17)

Vyjadgeno v sougadnicich, kgivkdt) na TQ je speci ckym liftem kaivky
(t) na Q takovym, ¥%e

M= d@ ! M= d@);d) ; (2.18)

kde pgitom

. dg (t
q.(t) %: (2.19)
Jenom mezi takto specialni liftovanymi kgivkami hledame [psavnay dyna-

mick& ge'eni Lagrangeovych pohybovych rovnic.

Poznamka: Rychlostni fazovy prostor TQ ma tedy sice dimenzi 8, ale
diky implicitni vazbi (2.19) se redukuje nan nezavislych prominnych.

Shrnuti: Cilem lagrangeovského popisu je tedy nalézt unikatni keivk (t)
na kon guraeni varieti Q ureujici vyvoj systému pgi danych poeateénich
podminkach, pgieem¥a tuto keivku ziskame projekcodpovidajici liftované
kaivky /\(t) le%ici na varieti Q.

V nésledujici easti 2.4 uka¥seme souvislost liftovanychvaki /(t) s in-
tegralnimi kaivkami specialnich dynamickych vektorovycpoli na TQ, kon-
krétni takovych, jejich%a integralni kgivky automaticky sfuji vazbovou pod-
minku (2.19).

2.4 Vektorové pole druhého gadu

Uva¥saujme nyni soustavu obyeejnych diferencialnich rovmicuhého gadu za-
danou ve tvaru _ _
X =wWixkxy  j=1;0n (2.20)

Zavedenim nové prominné/ (t)  x! (t) ji pgepileme na soustavur2rovnic
prvniho gadu _ _ _ _

xl = v VAERITCSHVSY (2.21)
Rovnice (2.21) jsou pgitom rovnicemi integralnich kaivekektorového pole
(srovnej se vztahem (1.22) v [4])

@ o @
X v@(j+W(x,v)@/j. (2.22)
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Poznamka: Budeme-lix! chéapat jako (lokalni) sougadnice na nijaké vari-
eti M, tak pole X je pgirozené interpretovat jako speci cké vektorové pole
na TM se sougadnicenx!;vi. Neni to viak nejobecniji mo¥né pole na
TM : to by milo tvar

X =V (x";v")g + W/ (xk;v")g: (2.23)

Konkrétni tedy pro kon guraéni varietu Q parametrizovanou zobecni-

gadnicemi ¢';:::;d";q';:::;q") je vektorové pole druhého gadiano
@ @
XL=d—+ W (q)—=: 2.24
L=d @ (a5 d) @ (2.24)

Poznamka: Vektorové poleX druhého gadu lze interpretovat i v geei eisti
geometrické vztahem
S(X)= (2.25)

kde S je tzv. vertikalni endomor zmusa  je Liouvillovo pole co¥% jsou
kanonicka tenzorova polema teéném bandlu ™ . Zde S je vertikalni lift ®
jednotkového tenzoru typu &), pro nij% plati vztahy

@ _ @, @ _ .
S @ - @, S @ - 0, (226)
S dx =0; S dvi = dx; (2.27)
a je specické vertikalni pol€/, které ma v lokalnich sougadnicich tvar
. @
-\ _=.
=V (2.28)

Aplikaci (2.26) na vektorové pole v obecném tvaru (2.23) d@ame

S(X)= V! (x";v")g (2.29)

SVertikalni lift je procedura, kterd z tenzorovného pole typu 1 na M vygeneruje
tenzorové pole stejného typu na ™ , viz [5], str. 513.
"Vertikalnim polem nazyvame takové pole, které ma pouze sldé W@,.
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a je tedy vidit, %e vztah (2.25) je ekvivalentni soustavi ravic (2.21)8

Shrnuti: Dynamické vektorové pole v Lagrangeovi formalizmu nutni mai
byt polem druhého gadu, aby davalo konzistentni geleni paoywych rovnic.
Pgitom se ukazuje, ¥%e pravi takové vektorové pole dava kgide spravnym
liftem (2.19).

2.5 Lagrangeovo vektorové pole

Nejprve uveime de nici, kterou budeme déle potgebovat.

De nice: @ekneme, ¥kagrangeova funkce je regularm, jestli%e splouje
podminku
@L

@ @

Determinant ze vztahu (2.30) se nazyvéessian

det 60: (2.30)

Nyni zaveime specialni typ vektorového pole druhého gadupti¥s tzv.
Lagrangeovo vektorové paléagrangeovy rovnice 2. druhu v obvyklém tvaru
L L
d oL oL, (2.31)
d @ @y
jsou ve skuteenosti specialni tgidou diferencialnich rogndruhého géadu.
Mame-li tedy na TQ k dispozici Lagrangeovu funkciL(g;g) s vhodnymi
matematickymi vlastnostmi, Ize s jeji pomoci zavést na@ dynamiku da-
nou pravi Lagrangeovymi rovnicemi naQ.
Explicitni rozpis Uplné easové derivace v prvnim elenu (23dava

@ dd , @L df @L_,. (2.32)

@@ d @u@ dt @q

Vztah (2.32) pgedstavuje linearni soustavu rovnic pro vélnu W/ dg.
kterou Ize zapsat ve tvaru

Aji Wj = Ci Bji qi_; (233)

8Vice informaci o kanonickych tenzorovych polich na teéném #&ndlu TQ Ize nalézt
napg. v [5], kapitola 17.5.
9Lze se té¥ setkat s pojmy nesingularni, nedegerovana.
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kde aL aL QL

Aji = %i; Bji = %i; Ci=—;

@ @ @o@ Q@Y

jsou funkce na TQ uréené Lagrangeovou funkci ! = Wi (gf; ¢) je funkce

ze vztahu (2.20) a¥% (2.24). Za pgedpokladu regularnosti taaggeovy funkce
jsou tedy W! gelenim soustavy rovnic (2.33).

(2.34)

Shrnuti: Vektorova pole druhého gadu na @, tedy pole tvaru (2.24),
kde funkceW! jsou dany vztahem (2.33), nazyvaméagrangeovska vekto-
rova pole Integralni kagivky pravi takovych poli uréuji dynamiku sowstavy
v Lagrangeovi formalizmu.

2.6 Symplekticka struktura na TQ

V této éasti uka¥seme, jak existence regularni Lagrangeounkce umo¥z0uje
zavedeni tzv.symplektické strukturyna TQ. Nejprve de nujeme nikolik du-
le¥sitych pojmu.

De nice: Lagrangeova 1-forma, je 1-formana TQ (pgesniji , 2 T (TQ))
de novand v lokélnich zobecninych sougadnicich vztahem
@L

= god (2.35)

De nice: Lagrangeova 2-formd | je 2-forma de novana jako

l, d,_ = %dindd %ddﬂdgﬂ_; (2.36)



2.6 Symplektickd struktura na TQ 28

co¥ lze pomoci pblokovehoy pgepisu v sougadnicové bazieffoyjadait
nasledujicim zpusobem

0 1
@L
0 @ual
@L
aL Q@
() =§ oa O . . (2.37)
aL :
al @ '
0 0

Uka¥eme nyni, ¥%e Lagrangeova 2-forina je symplekticka, tedy uza-
vgena a neegenerovana. Uzavgenost Lagrangeovy 2-formyigét ypagimo
Z de nice (2.36),

d,=d?_ O (2.38)
Podminkou jeji nedegenerovanosti je regularita Lagrangeofunkce. Ka¥sdou

2-formu lIze toti% ve slo¥skach zapsat jako

X
! du ~du = I du ~du ; (2.39)

<

pgieem¥adu " du  tvogi bazi vech 2-forem, zdelu jsou bui dd nebo
dd. Podminkou pro nedegenerovanost 2-formy zapsané ve tvar2.39) je
pak existence inverzni maticé , co% je ekvivalentni podmince

det(! )60: (2.40)

Zavedenim jednotného znaéeni lokalnich sougadnic na tearigandlu TQ
dimenze 2 vztahem

(Ul u™ ™ (b d i gY); (2.41)
tedy o . .
u=9dg,; uU"=¢d pro j=1;:::;n (2.42)
lze pak z (2.37) ji% snadno ukazat, ¥e podminka (2.40) odg@\platnosti
det @L. 60; (2.43)

@
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co¥ je podle nalich pgedpokladu o regularlti dle vztahu (2.30) splnino.

Shrnuti: Je vidit, ¥%e pro regularni Lagrangeovu funkci je Lagrangeov
2-forma! | symplekticka forma na teeném bandlu kon guraéni variety ©Q
a eini tak z TQ symplektickou varietu.

2.7 Hamiltonovska dynamika na  TQ

Cilem této easti je ukazat, ¥%e symplekticka struktura na taém bandlu TQ
kon guraéni variety pgimo implikuje existenci hamiltonogké dynamiky na
TQ. Jedna se pgitom pravi o dynamiku danou Lagrangeovymi rowaegmi.

Chceme-li nyni na varietu TQ, o které ji% vime, %e je diky Lagrangeovi
2-formi ! | nosiéem symplektické struktury, zavést dynamiku, mu¥ema n
TQ zaveést tzv. hamiltonovské pole.

De nice: Hamiltonovskym vektorovym polenX; odpovidajicim libovolné
funkci f na varieti Q je mytleno vektorové pole sploujici de nieni vztah
i, ! =df: (2.44)

Xt

Vybirem vhodné generujici funkce  H mu3seme ziskatamiltonovsky
system(TQ;! | ;H). Funkci H generujici easovy vyvoj systému pak nazy-
vame hamiltonian.

Ukazuje se navic, %e vhodnou volbou funkee ziskame dynamiku ha-
miltonovského systému odpovidajici dynamice generovan@drangeovymi
rovnicemi 2. druhu.

De nice: Mame-li na TQ danu Lagrangeovu funkciL : TQ! R, pak de-
nujeme funkci E,, které gikameenergie odpovidajici Lagrangeovi funkgi
vztahem

- @L

E.=d & L: (2.45)

FunkceE_ v jistém smyslu souvisi s pgislutnym hamiltonianetd , nebo»
integralni kegivky dynamického pole pgislutejiciho funkEi_ (tj. odpovidajici
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Lagrangeovym rovnicim 2. druhu) se po projekci na kon gurag varietu Q
shoduji s projekcemi kgivek odpovidajicich Hamiltonovynovnicim v Ha-
miltonovi formalizmu na fazové varieti T Q.

Tvrzeni: Lagrangeovo vektorové polX , viz (2.24), pgislutejici dané Lagran-
geovi funkci L, tj. dynamické vektorové pole udavajici vyvoj systému, mus
sploovat rovnici

iXL! L = dEL: (246)
Dukaz: Pro diferencial energiedE, odpovidajici Lagrangeovi funkci zgejmi
podle (2.45) plati

- @L i @L - @L
q d @q q dq_, (2.47)
proto¥se dva éleny se navzéjem kompenzuiji.

Nyni budeme naopak poéitat levou stranu rovnice (2.46), tylo¥seni vek-
torového pole X do symplektické Lagrangeovy 2-formyl | . Kombinaci
vztahu (2.24), (2.33) a (2.34) dostdvame pro vektorové pol€, zapsané
ve slo¥kach vyraz

k@ @ ' eL @éL ., @

* dart @@ o4 eva® af

(2.48)

1
kde % vyznaeuje inverzni matici. Vyjadgeni Lagrangeovy 2-formy
ve slo¥skach udava vztah (2.36). Pgipomeome déle, ¥e operaééeni do
2-formy je de novana vztahem

L )=0 2 ))0:X)= () (X) () (X); (2.49)
kde " je 2-forma vznikla z 1-forem resp. . Plati pgitom, %e
(X)= ;X! (2.50)
Ve slo¥skach Ize operaci vio¥seni do 2-formy vyjadgit jako
i,! =(@0,!) du; (2.51)

kde
(i,')y =1 X: (2.52)



2.7 Hamiltonovska dynamika na  TQ 31

Abychom vypoeet ! | zjednodulili a zpgehlednili, vyu¥ijeme nejprve
linearity operace vio¥eni do 2-formy. Dostdvame tedy

i to=i g O+ @, (2.53)
kde jsme oznaéili
oo OL -dq ~ dd 2.54
1 @ = @dq' Adg: (2.55)
: @ @
Dale oznaéime také jednotlivé éleny vektorového pole
@
XM= = ar (2.56)
1
@@ @y @ual- @’
tak¥e plati
X=X+ x®: (2.58)

Operaci vlo¥seni Lagrangeova vektorového pole do Lagramyed-formy
tak nyni mu¥.eme rozepsat na soueet etyg elenu

i - @ L D 4 @ L .
e P —|X(L1) Ly +|X(L2)! N +IXE” L) +|X(L2)! 7 (2.59)

Pro jednotlivé éleny pak snadno u%itim vztahu (2.49) a (2.)p8ostaneme
Q) _ @I— k@Jq @ k@q

o' a@ler’ e ley’™ (2:69)
m_ @L @ ' @eL @L o @9

x@t Q@ @@ @y @fﬂ@@_ @I'_‘

@. @. ' eL @L @44

Q0@ @15@1 @y @ual - /

@_ _@L . @L L @q, .

P aaton aatesd (2.62)
. @L @L ' @eL @L s @

@'"" @e @@ ou en@’ a ' %

@. @. ' eL @L @44
@@ @@ @y ewel- @ -

dg (2.61)
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Dale si staei uvidomit, %e plati

@q_ | @ _ |
—_—= —_— = 2.64
e I @ ! (264
@4y @
—=0; — =0; 2.65
@ @v (2:69)
tak¥se vztahy (2.60) a% (2.63) pro jednotlivé operace vild3serredukuji na
. @L | @aL
o' a9 g 49 (2.66)
| o ! L =0;
. L
! = @@@Lq_dq'_ (2.67)
. L L .
IX(Z) ! (L2) = % @%@r_q[n dql: (268)
(2.69)

Nakonec dosadime zpit do vzorce (2.59), pgeznaeime niktsgdtaci in-
dexy a tak dostaneme

@L @L

. L
xL'L_g!idl @q @ dq_,

dq + q (2.70)

co¥ je podle (2.47) rovno prawlE, .

Poznamka: Jestli%e Lagrangeovo vektorové poke, existuje, mu¥zeme de-
novat konzistentni pohybové rovnice druhého gaddu. Obecnitak toto pole
existovat nemusi a ani nemusi byt jednoznaéené. Podminkoudj@znaené
existence vektorového pol&X | je pravi regularita Lagrangeovy funkceL.

2.8 Vztah TQaTQ

Teeny band TQ i koteény bandl TQ kon guraéni variety jsou dobrymi no-
siei dynamiky. Mame tedy na vybir mezi dvima hamiltonovskyni systémy:
(TQ;!L;EL) nateéném bandlu a (TQ;!;H ) na koteéném bandlu.
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Vztah mezi nimi, tj. vztah mezi lagrangeovskou a hamiltonaskou me-
chanikou, je reprezentovan specialnim difeomorfnim zolz@nim nazyvanym
Legendreova transformace

Pgechod od teeného bandluQ ke koteenému bandlu TQ je v lokalnich
sougadnicich de novan jako zobrazeni

. @H
=

Podminkou, ktera zaruéuje difeomorfnost tohoto zobrazere pgitom regu-
larita Lagrangeovy funkceL.

Je ihned vidit, %e aplikujeme-Ili zobrazeni (2.71) na energidpovidajici
Lagrangeovi funkci E, , dostaneme pravi Hamiltonovu funkciH ,

c .@LL._. | . . —_—

L 4y (¢;dq) ! H dp(d5p) L d;d(qp)
(2.72)

a dale také, ¥%e Lagrangeova 1-forma pgechazi na kanonickoCartanovu
1-formu o,

TQ! TQ: d:d ! d:p (2.71)

L %de | o pdd: (2.73)

Poznamka: Koteeny bandl TQ kon guraeni variety je vyhodnijtim no-
sieem dynamiky, nebo» symplekticka struktura je na nim kamicka, tj.
Cartanova 2-forma! o existuje nezavislena konkrétnim hamiltonianu H.
Dynamika je pak dana pgimo uréenim Hamiltoniantd . Naproti tomu, na
teeném bandlu TQ musime Lagrangeovu 2-formdi | nejprve ziskat z kon-
krétni Lagrangeovy funkceL .

Problematika vztahu mezi teenym bandlem ©Q a koteenym bandlem
T Q je podrobniji diskutovana napg. v kapitole 18.3 knihy [5].



Ukolem této bakalagské prace bylo pgehledni zformulovatzdy diferencialni-
geometrického popisu lagrangeovské mechaniky. Prace smsagejmi ne-
kladla za cil stat se podrobnou monogra i, ale spite jen pugbini branouy
do daného tématu.

Prvni kapitola, v ni% jsou zavedeny nezbytné zakladni gedneké pojmy,
seznamuje étenage nejprve s vyznamem vektorového pole mpip dynamic-
kych systému, pgieéem¥, pojem vektorového pole je ilustrovaa konkrétnich
elementarnich pgikladech (volny pad, harmonicky oscilatanatematicke ky-
vadlo). Déle je pak zavedena kon guraéni varietd, jako¥sto varieta viech
mo¥anych poloh daného systému, a jeji teeny bandQT ktery pgedstavuje
rychlostni fazovy prostor. Nasleduje formulace Lagrangegch rovnic a teo-
rému Emmy Noetherové v geometrické podobi.

Druh& kapitola nejprve rozvadi dule¥sity pojem fibrovanéhprostoru,
ktery je opit ilustrovan na nikolika pgikladech, a dale takéukazuje, ¥%e no-
sieem vhodné fibrované struktury je i teény bandl ©. Nasleduje podrobny
popis vektorovych poli druhého gédu a jejich specialnihoipadu, Lagrange-
ova vektorového pole. Kapitola je zakonéena ukazanim sosiaisti existence
symplektické struktury na teeném bandlu TQ s existenci hamiltonovské dy-
namiky na TQ a T Q.

Doufam, e tato prace usnadni pgipadnym zajemcum o dané téyahle
se v problematice zorientovat, pgieem%. pgi hlublim zajmu azpani apli-
kace diferencialni geometrie na lagrangeovskou mechanikwhou sahnout
po nikteré z knih uvedenych v seznamu pou¥iité literatury.
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